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Vorwort 



Von den Voraussetzungen, welche die Grundlage der 
eucIidiöcHen Geometrie bilden, ist das bekannte eltte Axiom 
fortwährend angezweifelt worden , ohne dass es gelungen 
w&re — trotz aller Bemühungen — einen Beweis für das< 
selbe zu finden. Die Frage nach einem Beweis dieses 
Axioms wurde erst dann vollständig erledigt, als durch 
Aulöteilung einer in sich widerspruchfreieii Geometrie, die 
sich auf die entgegengesetzte Voraussetzung stützt, die 
. Unbeweisbarkeit dieses Axioms ersichtlich war. Die Idee 
der Durchführang einer auf der Leugnung des Parallel* 
axioms beruhenden Geometrie \MU-de von Gauss bereits 
1792 gehegt, aber von ihm ausser Andeutungen in Briefen 
darüber Nichts veröffentlicht* Vollständige Darstellungen 
sind gleichzeitig von dem russischen Mathematiker Lo- 
batschewsky und den beiden siebenbttrgischen Mathe* 
malikern Wolfgang und dessen Sohn Johann Bolyai 
gegeben worden. Des letzteren Arbeiten sind in einem 
Appendix zu einem Werke des ersteren enthalten , und 
zeichnen sich durch eine wahrhaft meisterhafte Darstellung 



• In dieser Bezieiiuug i^^t der Brief vom 12. Juli 1831 sehr in- 
teresHaut. V'ergl. Briefwechsel zwischen GausB und Schumuchcr, 
Bd. 2, S. 268—271. 
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aus. Dieser Appendix des J. B. bildet die Grandlage der 

vorÜegendeu Bearbeitung , bei welcher ich li^uptsächlich 
die Einführung in dieses gegenwärtig bereits als höchst 
wichtiger Theil der Mathematik erkannten Gebietes der 
reinen Geometrie bezweckte , und wozu wegen ihrer Voll- 
stlindigkeit und des elementaren Charakters die Schrift 
liulyais am geeignetsten sein dürfte. 

Bei dieser Gelegenheit dürften aucli einige biogra- 
phische Notizen über das Leben und die Werke dieser 
beiden erst in der neuesten Zeit gewürdigten Mathematiker 
am Platze sdn. Ich benutzte hierzu die vom Herrn 
Vriiii/. Schmidt, Architekten in Pest, (in Grunerts Ar- 
chiv Tlieil XLVIII) gegebene Biographie der beiden Boiyai. 

Wolfgang Bolyai de Boiya wurde am 9. Februar 
1775 zu Bolya im Szeklerlande in Siebenbfirgen geboren, 
besuchte die Universitäten Jena und Göttingen , wo er mit 
(Janss bekannt wurde und mit ihm einen biö zum Tode 
des letzteren dauernden Freundschaftäbund schloss. In 
die Heimath zurückgekehrt, wurde er 1802 als Professor 
der Mathematik, Physik und Chemie am reformirten Cot- 
legiura zu Maros- VdsArhely angestellt, an welchem er 
bis zu seiner Pensionirung im Jahre 1849 wirkte und wo 
er am 20. November 1^^56 starb. Sein Hauptwerk ist ein 
Lehrbuch der gesammten Mathematik unter dem Titel: 
i^Tentamen Jnventutem stndiosam in elementa Matheseos 
purae, elementaris ac sublimioris, methodo intmtiva, evi- 
l^dcntiqucj huic propiia, introducendi. Cum Appendice 
tripliüi. Auetore Professore Matheseos et Physices, Cbe- 
miaeque Puhl. Ordinario. Tomus Primus. Maros Väs^r- 
helyini 1832. Typis Collegii Reformatorum per Josephum 
et Simeonen! Kali de Febö Vist." S". Mit 4 Kupfer- 
tafeln. 



V 



Tcutameii Juventutein ett*. Tomus Secundus, il)idem 
1833. Mit lü Kupteitufeln. , Dt'n> ersteu Baiide folgt ein 
Appendix seines Sohnes mit folgendem Titel: ,,Appendix, 
scientiam spatü absolute veram ezbibeDs: .a veritate aut 
falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud nnquam 
decidenda) indepcndentein ; adjceta ad casum falsitatis, 
quadratura circuli geometrica. Auetore Johanne Bolyai 
de eadem, Qeometrarum in Exercitu Caesareo Kegio Au- 
striaoo Gastrensium Capitaneo". Enthält 26 Seiten Text 
mit einer Figurentafel und 2 Seiten Errata. 

Alis ein Auszug und Bericht des Tentamen ist die 
Sehrift: „Kurzer (jrundriss emes Versuche«, I) die Arith- 
metik , durch zweckmässige eonstruirte Begriffe, von ein* 
gebildeten und nnendlichkleinen Grössen gereinigt, an- 
schaulich und logisch -streng darzustellen. II) In der 
Geometrie die Begriffe der geraden Linie, der Ebene, des 
Winkels aligemein, der winkellosen I'ornien uud der Krum- 
men, der verschiedenen Arten der Gleichheit u. dgl. nicht 
nur scharf zu' bestimmen sondern auch ihr Sein im Räume 
2U beweisen: und da die Frage, ob zwei von der drit- 
ten geschnittene 0 e r a den, w e n n die S u m ni a der 
inneren Winkel nicht —2U, sich schneiden oder 
nicht? Niemand auf der Erde ohne ein Axiom, wie Eu- 
clid das XL, aufzustellen beantworten wird; die davon 
unabhängige Geometrie abzusondern, und eine auf die J.a- 
i^itwort, andere auf das Nein so zu bauen, dass die For- 
meln der letzten auf einen W^ink auch in der ersten gültig 
seien. — Nach einem lateinischen Werke von 1829, Maros- 
VÄsärhely, und eben daselbst gedrucktem ungarischen, 
Maros -VÄsÄrhely 1851.'' (S , mit 88 Seiten Text) zu 
betrachten, welche auch einen Vergleicli des Appendix mit 
Lobatschewsky's „Geometrische Untersuchungen'^ enthält. 



Digitized by Google 



VT 

SämmtKche Schriften W. Bolyai's sind ohne Kamen des 

Verfassers ^schienen. Ausser seinen Berufsgeschäften be- 
schäftigte sich W. Bolyai in der ersten Zeit viel mit Poesie. 

Johann Bolyai de Hol ya^ Sohn des Vorigen, vurde 
am 15. November 1802 zu Klansenburg in Siebenburgen 
geboren y kam in die k. k. Ingenieur' Akademie nach Wien, 
wurde 182;j zum Officier befördert und 1833 alt» iiaupt- 
mann pensionirt. Von seinen Schriften ist nur der im 
ersten Band des Tentamen erwähnte Appendix im Druck 
erschienen. Im Jahre 1860 (der Todestag ist unbekannt) 
starb J. B. su M. VdsArhely. 

Beide Männer waren tiefderikende Mathfeaiatiker , von 
W, B, erklärte Gauss, dass er der Einzige gewesen sei, 
der in seine metaphysischen Ansichten über Mathematik 
einzugehen verstanden habe. Des J. ß.'iiterariscber Nach- 
lass wurde in Folge einer militärischen Verordnung durch 
cinaiiJt r geworten , derselbe befindet sich gegenwärtig im 
Besitz der k. ungarischen Akademie^ die eine Ausgabe 
desselben veranstalten will. 

' Was meine Bearbeitung anbelangt, so war ich an- 
fftrifrlich im Zwdfel, ob ich eine getreue Ueberseteung des 
orwiüjiiten Appendix mit Zusätzen und Erläuterungen oder 
eine freie Bearbeitung geben soll* Eine Uebersetzung mit 
Commentar w&re jedoch, wenn sie Anfänger über alle 
Dunkelheiten hätte heraushelfen sollen — wegen der Na- 
tur des sich an W. B. Tentamen anschliessenden Appendix 
— etwas unförmlich geworden; zu einer freien Bearbei- 
tung hatte ich mich ausserdem um so eher entschlossen, 
als ich durch eine freundliche Mittheilung des Herrn Ar- 
chitekten Schmidt die Nachricht erhielt, dass Herr Dr. 
König; der Herausgeber des Nachlasses von Bolyai, eine 
Aufgabe des Appendix mit dcii im Isachlasse enthaltenen 

t 
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Zns&t^en beabsichtige. Bei dieser Beacbeitung suchte ich 
meist durch eigene Unten^nchungen dem Oegenstande einen 
gewissen Abschluss zu geben , und durch möglichst natQr- 

liehe Anordnung das Verständniss zu erleichtern. Scliwer 
fiel mir die Wnhl der aus den Elementen als bekannt 
vorauszusetzenden Sätze; ich habe in den ersteren Arti- 
kel sogar einige Sütze mit Beweis aufgenommen, welche 
in den meisten Lelirbüclicni vorkommen, blos um ihre Un- 
abhängigkeit vom ParHlIelenaxlom ersichtlich zu machen. 
Durch die im Artikel 10 des Anhanges enthaltenen Er- 
läuterungen kann die Anwendung der höhereu Analysis in 
den Berechnungen vermieden werden. Da ferner die Ar- 
tikel 48 — 57 als vom Haupttexte unabhängig betrachtet 
werden können, so erfordert der wesentliche Inhalt dieser 
Schrift ein Minimum von Vorkenntnissen.*- 

Um auch Lesern , welche nicht den Appendix zur' Hand 
haben, eine klare Einsicht in dessen Inhalt und Anordnung 



* Ich glaubte diesen Umstand hier besonders ho^orheben zu 
müssen, da mir von Seite des k. k. ünterriGhtsministeriiuns die Yor- 
lesniigea des Wintersemesten 1871/2 „Pangeometrie und Ptojectivität^' 
als SU schwierig beanstandet wurden — trots der an unseren üni- 
venitäten dodi hensf^endeu Lehr- mid Lenifreiheit. Selbfltvenll^nd- 
lieh hatte ich diese auf einer schon nnglaoblichen Tgnonuis beruhende 
Beanstandigung in gebührender Weise snrOckgewiesen. Der beireffende 
Herr Beferent kann sieh nun hinsichtlich der in dies» Sdirift ge- 
gebenen Fangeometrie von der Richtigkeit meiner damaligen Snt^ 
gegnung überzeugen , für Projectiyität wolle er eines der vollsffiadi- 
geren Lehrbücher der Elementargeometrie oder der neueren Geometrie 
zur Hand nehmen. Was man aber von unseren österreichischen Re- 
formbestrebuDgcn auf dem Gebiete des Unterrichtes zu halten hat, 
wenn sich das k. k. Ministerium für Universiläts- Vorlesungcu solcher 
Referenten bedient, die kaum ein auf neuerem Staudpunkt basirtes 
Lehrbuch für Mittelschulen gesehen haben, will ich hier nicht erörtern. 
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zu geben, möge 4,as Verhältnies Eur Bearbeitung dargelegt 
werden. S 1 des Appendix enthält d'c Erklärnnj];' der 
Zeichen, von welchen die nicht allgemein gebräuchlichen 
h ier grdsstentheils ▼ermieden wurden Der Haupttext 
S. 3 — 26 enthält 43 Paragraphen des nachstehenden Inhalts : 
§ 1 enthält die Definition der Parallelen des Art. 8 und d) 
<les Art. ft. Dio im Art. 8 gegebene Eintheilung der Ge- 
raden einer Ebene ist nach Lobatschewsky. § 2 — Art. 9. I). 
§ 3 enthält die Vorbemerkung des Art. 9, 3)^ a). §4 ist 
Hülfssatz zu §§ 5 und 6 des Satzes Art. 9, 3). § 7 = 
Art. 9,3). § 8 ist im Schluss des Art. 9» 2). § 9 
Art. 23, 1); der l^eweis für Art. 23, 2) fehlt beiß. § 10 
= Art. 24. §§ 11 und 12 = Art. 25 und 26. §§ 13 und 
14 Art. 7, 2) und Art. 10. § 15 enthält die Erklärung, 
dasB die auf das euclidische Axiom sich stutzende Geo- 
metrie durch System S, die nicht euclidisebe Geometrie 
durch System S bezeichnet wird; ist kein Zusatz j^ogeben, 
80 gelten die Sätze absolut. § IG eiititält den Anfang der 
Anmerkung des Art 27 , dass die Grenzlinie im System £ 
eine Gerade, im System S eine Curve ist. § 17 und 18 
Art 27. § 19 = Art. 2«, 1). §§ 20 und 21 = Art 28. 
§ 22 Art. 26, 3). §§ 2:^ und 24 --^ Art. 31. § 25 = 
Art. 29. § 26 = Art. 30. § 27 enthält die im Art. 34 
enthaltene Bestimmung des Verhältnisses der Linie glei- 
chen Abstandes zur zugehörigen Strecke der Geraden, ohne 
ausführlicher auf die Natur dieser Linien einzugehen. 
§ 28 = Art. 32. § 29 = Art. 33. § 30 = Art. 35 § 31 
enthält die Ableitung der Gleichungen 1) bis 4) des Art. 44 
für das rechtwinklige Dreieck. Die Gleichung 3) ist bei 
Bolyai anders abgeleitet. § 82 enthält die Materien der 
Art. 48; 49, 50, 58, 64, 67, kurze Bemerkungen Gber 
Flächenbestimmungen und Kruiumuugeu, Art. 59 ohne Zu- 
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8ats, Art. 60, 66, Zusfttze der Art 59 und 66, Art. 69, 

65, 68, den Beweis, dass tür A = oo die nichteuclidische 
Geometrie in die euclidiscbe übergebt (nacb Anbang, Art. 9). 
$ 33 entbält Erweiterangen dieser Bemerkungeii| welche 
in Art 46 und 47 noch ausführiicher behandelt sind. § 34 
« Art 36. § 35 « Art 37. § 36 = Art 19. § 37 « 
Art. 38 und Art. 39 bis Beispiel. Die in Art. 39 enthal- 
tenen Sätze und Aufgaben sind bei Bolyai nur angedeutet 
§ 38 » Beispiel des Art- 39. § 39 Art 40. § 40 » 
Art 41. § 41 Art 42. § 42 erste Abtheilnng = Art 43, 
die zweite Abiheilung ist im Art. 66 enthalten. § 43 — 
Art 61, 62, 63; die im Art. G3 entlialtenen Aufgaben 
sind meist nur angedeutet Dann folgt noch die Bemerk- 
ung, dass attr Ergänsimg der Untersuchungen der Beweis 
der Unmöglichkeit der Elntscheidung, ob das System E 
oder irgend ein System 8 in Wirklichkeit stattfindet, übrig 
wäre. Dies sei tur eine günstigere Gclegenlieit vorbehaiteu. 

Hinsichtlich der nicht bei Bolyai enthaltenen Artikel 
mag bemerkt werden, dass von fremden Schriften für 
dieselben nur die „geometrischen Untersuchungen'' von 
Lobatschewsky benutzt wurden. Die im Art 14, 4) an- 
geführte Eigenschaft der nicht schneidenden Geraden 
wurde bei der Discussion der wie ich glaube '^hier (d. i, 
in Art. f>l — 53) zum ersten Male gegebenen Gleichung der 
Geraden für rechtwinklige Oordinaten gefunden und nach- 
träglich auch auf synthetischem Wege bewiesen. Die Ent- 
stehung der Geraden und Ebene nach W. Bolyai dürfte 
allgemeines Interesse haben, einige unwesentliciie Aende- 
lungen ausgenommen ist dabei die im „kurzen Grundriss'' 
enthaltene Darstellung gewählt worden. Gerne hätte ich 
auch eine nähere Angabe der im Easaner Boten für das 
Jahr 1829 und in den „gelehrten Schriften der Universität 
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Kasan'' ffir das Jahr 1936—1838 enthaltenen Arbeiten 

Lobatsche wsky 's und von Schweikart'B „Die Theo- 
rie der ParalleliinieD nebst Vorschlag zu ihrer Verbannung 
aus der Geometrie (Leipzig, 1808)'' gegeben, wenn es 
mir -möglich gewesen wäre, diese Schriften zur Ansicht 
KU bekommen. 

Herr Architekt Schmidt hatte mir gütigst ein com- 
pletes Exemplar des so seltenen ,,Tentamen" und dos 
„kurzen Grundrisses" bet^orgt, für weiche Bemühungen ich 
ihm meinen innigsten Dank ausspreche. Ebenso fühle ich 
mich -verpflichtet-,«, meinem Zuhörer Herrn Johann Gerst 
für seine bereitwillige Unterstützung bei der Correctur des 
Druckes zu danken. 

G-raz, im September tS72. 

J. Frikchaut 
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Einleitung. 



1. 

Durch das Wegdenken der in unserem (empirischen) 
Raum sich befindlichen Objecte gelangt man znm Begriife 
des absoluten (leeren) Raumes. Dieser Raum — eigent- 
iich Raumform — bildet den Ausgangspunkt der Geo- 
metrie. 

Punkt, Linie, Fläche und Körper sind die Qrund- 
gebilde der Geometrie. Jedes Gebilde kann von einem 

Orte des Raumes an einen anderen gebracht werden; zwei 
Gebilde, etwa A und 2?, welche sich nur durch die Orte, 
an denen sie sich befinden, unterscheiden, werden con- 
gruente Gebilde genannt und durcb A^B bezeichnet. 
Zwei Gebilde, welche aus congruenten Tbeilen in beliebi- 
ger Weise zusammengefügt sind, werden gleich genaunl^ 
und zwar iuhai tsgleich oder f iächeng leich, je nach- 
dem Körper oder Flächenrüume in Betracht kommen. 

Anmerkung. Die Vorauaeetsiiog der CongraenE ist bei allen 
auf GrösEenbestimmiuigen besüglioben üntenudhuiigen unerlisslich; 
denn jede Gröesenhestimmung setzt die Möglichkeit des Abtragens 
der OrOfleenonheit Ton einor (su measenden) gegebenen GrOsee, also 
die ünabhängigkeit der Gröseen yom Orte Tonuis. 

8. 

Aus der Verbindung der Grundgebilde entstehen neue, 
durch die Art der Verbindung definirte Gebilde. Eine 

» Linie, welche durch zwei Punkte bestimmt ist, heisst eine 

Friachaaf, «bsolnto Geometrie. 1 
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Gerade. Das zwiBcben den Punkten A und JS liegende 
Stück der Geraden wird eine Strecke genannt. Die 

Strecke bestimmt den Abstand der beiden Punkte A und B, 

0 

Die Kreislinie ist eine ebene Linie, deren Punkte von 
einem nicht in ihr liegenden Punkte gleichen Abstand 
haben y u. s. w. 

Kine FJächc, welche durch drei Punkte bestimmt ist, 
heisst eine Ebene. Durch eine Gerade und einen Punkt 
auBserhaib derselben ist daher eine Ebene bestimmt. Die 
Kn gelfläche ist eine Fläche ^ deren Punkte von einem 
nicht in ihr liegenden Punkte gleichen Abstand haben, a.8. w. 
(Siehe Anhang, Art. 1 — 4.) 

8. 

Die Gebilde werden in begrenzte und unbegrenzte 
unterschieden, bei den erstereu liegen alle Punkte im End- 
lichen. 

In einer Geraden kann man zwei entgegengesetzte 
Richtungen unterscheiden, nach welchen sie ins Unbegrenzte 

verlängert werden kann. Ist daher in einer Ebene eine 
allseitig begrenzte Figur gegeben und schneidet eine in 
derselben Ebene liegende Gerade den Umfang einmal, so 
musB sie hinreichend Terlängert denselben mindestens noch 
einmal schneiden. Kbenso schneidet eine Gerade eine 
andere, wenn sie von der einen Seite derselben auf die 
entgegengesetzte übergeht 

Die Aufgabe der Geometrie besteht nun in der Er- 
forschung der Eigenschaften sowol einfacher Gebilde als 
aueh solclier, die aus der Verbindung gegebener Gebilde und 
unter Voraussetzung des Congruenz -Axioms erhalten werden. 

Anmerkung. Die Yersiimlichttng von geometrischen Figuren 
und iliren Beziehungen dnroh Zeichnung hat nur den Zweck, eine 
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Uebersicht der Logenverliillüiii^He und der Anordnung im Allgemeinen 
zu vermitteln. Daraus folgt, dass es nicht luitliipf ist, die wahren 
Ulniensioucu (oder deren Verliällins>,(0 der Fit^uren durcli eine Zeich- 
nung darzustellen - was für rduinliclie (ieMlde auch unmöglich ist — ; 
sondern es genügt, wenn die Linien, Winkel, . . der Figur durch 
Linien, Winkel, . . in der Zeichnung versinnlicht sind, ohne dass 
man sich zu sehr um die Kichtigkeit der einzelnen Verhältnisse zu 
kümmern braucht. JDiese Verzerrung kann sogar in den einzelnen 
Theilea der Zeichnung wechseln; namentlich fflr diejenigen Theile 
der Figur, welche in der vorliegenden Untersuchung gar nicht in Be- 
tracht kommm, kann die Abweichung ziemlich bedeutend werden, 
w&lirend ee zweckmlbeig ist, von den in Untersncbang gezogenen 
Theilen der Fignr eine möglichst richtige Zeichnung zu liefern. Diese 
beilftofige Andentang der LagenTerhSltnime der Figuren findet in der 
' abeolufcen Geometrie h&nfig statt. Aber auch in den angewandten 
mathematischen WissenBchaften yeifährt man ja aof dieselbe Art. 
Z. B. Die nahezu kreisförmigen Planetenbahnen wwden bei der Unter- 
Buchung der ell^itischen Bewegung durch stark excentrische Ellipsen, 
, hingegen, wenn es sich um die Anordnung der Bahnen im Sonnen- 

♦ 

System handelt, durch Krdse, deren Badien nicht in den Verhältnissen 
d«r mitüeren Entfernungen stehen, sondern so gewählt werden, dass 
man eine bequeme Zdehnung erhält, versinnlicht. 



Das geradlinige Dreieck. 
■ 

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn sie: 

a) zwei Seiten und den eingeBcblossenen Winkel, 

b) zwei Winkel und die anli^ende Seite, 

c) die drei Seiten, 

d) zwei Seiten und den der grösseren Seite gegen- 
überliegenden Winkel 

wechselweise gleich haben. 

i* 
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Gleichen Seiten eines Dreiecks liegen gleiche Winkel 
gegenüber und umgekehrt. 



1) Man kann jedes Dreieck ABC in ein Üiichenglei- 

ches ABE verwandeln, in weichem 




die Summe der Winkel A und E 
gleich dem Winkel A des gegebe* 

nen Dreiecks ABC ist. 



Verbindet man die Mitte D der Seite BC mit dem 
Punkt A und macht die Verlängerung DE^sAD, bo ist 



addirt man dazu dag Dreieck ABB, so erhält man den 
obigen Satz. 

2) Es sei ^ der kleinste Winkel des Dreiecks ABC^ 
dieser mrd in zwei Theile EAB und EAC^ AEB zer- 
legt ^ welche entweder gleich oder verschieden sein können. 
Wendet man das obige Verfahren auf das Dreieck ABE 
derart an, dass man wieder den kleinsten Winkel in zwei 
Theile zerlegt, so erhält man ein neues Dreieck, dessen 
Fläche und Winkelsumme gleich ist der Fläche und Win- 
kelsamme des ursprünglichen Djreiecks ABC und in wel- 
chem zwei Winkel zusammen gleich oder kleiner sind als 
die Hälfte des kleinsten Winkels ^1 des gegebenen Drei- 
ecks. Durch «niaüge Anwendung dieser Operation erhält 
man ein Dreieck LMN, welches mit dem Dreiecke ^£ C7 
gleiche Fläche und Winkelsumme hat und in weichem die 
Summe zweier Winkel , etwa M und N kleiner ist als 
^ : 2" , also (^iür ein hinreichend grosses w) kleiner gemacht 
werden kann als jede noch so kleine gegebene Grösse. 



dABC^ dEDB\ 
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DarauB folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks A B G kann nicht grösser sein als zwei Rechte. Denn 
wäre die Winkelsummc =2-R+nf, so könnte man aus 
dem Dreiecke ABC ein Dreieck LMN erhalten, in wel- 
chem die Summe zweier Winkel kleiner als der dritte 
Winkel also grösser als 212 sein müsste. 

a) Die Summe der W iiik(J eines Dreiecks ist daher 
entweder gleich oder kleiner als zwei Hechte. 

b) Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist entweder 
gleich oder grösser als die Summe der beiden 
inneren nicht anliegenden Winkel. 

c) Daniii beweist mau auf die bekannte Art: Tn 
jedem Dreieck liegt der grösseren Öeitc der 

*' grössere Winkel gegenüber , und umgekehrt. . 
Zwei Seiten eines Dreiiecks sind grösser als die 
dritte , u. s. w. 

d) Durch einen Punkt ß ausserhalb einer Geraden 
AA kann man eine 

Gerade BM derart j ^ 
ziehen, dass sie mit <^ - 
der Geraden AA \ 

einen beliebig klei- ? X ^ 

ncn Winkel bildet. 

Man ziehe willkürlich die Gerade BCt welche mit der 
Geraden AÄ den spitzen Winkel ACB bildet, mache 
Cl) ^ BCf so ist in dem gleichschenkligen Dreieck BCD 
nach b) der Winkel D ^\ÄCB. 

Durch fortgesetzte Wiederholung dieser Construction 
erhält man schliesslich eine Gerade BM^ die mit der 
Geraden AA einen Winkel bildet, der kleiner ist als 
jede beliebig kleine* Grösse. 
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Ist in einem Dreieck ABC die Summe der Winkel 
gleich zwei Keclite, so ist auch die Summe der Winkel 
eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechte. 

1) Beträgt die Winkelsumme des Dreiecks ÄJjC z^voi 
viS'^' Rechte; so beträgt dieselbe auch in je- 

jf^. -^ dem vom Dreieck ^ifC abgeschnitte- 
\ nen Dreiecke wie ABC, ABB zw^ 
V — In Rechte. 

Denn wQrde die Winkelsamme der Dreiecke ABC 
nnd BBC resp. 222 — o; und 2jß — ^ betragen , so erhj^lte 

man durch Addition der Winkelsummen der beiden Drei- 
ecke 2-R — (£C + ?/) als Winkelsumme des Dreiecks ABC, 
Dasselbe gilt auch vom Dreiecke ABE, 

2) Zerlegt man das Dreieck ABC durch die Höhe 
Kg. 4. CB in zwei rcchtwinküge Dreiecke, so 

kann man eines derselben, etwa ABC 
|\ durch Anlegung eines congraenten zu 
' j einem Viereck ABCE ergänzen, in wel* 
chem jeder Winkel ein rechter ist. 
Aus dem Vierecke ABCJt^ kann durch fortgesetzte 
Anlegung des gegebenen ein anderes Viereck mit vier rech- 
ten Winkeln und den in eine Ecke zusammenpassenden 
Seiten von der Länge mAE und EC und aus diesem wie- 
der ein Viereck mit abermals vier rechten Winkeln und 
den in eine Ecke zuisammenstossenden Seiten mAE und 
nEC, wo m und n beliebig grosse Zahlen sind, erhalten 
werden. Dieses Viereck wird durch* eine Diagonale in 
zwei congruente rechtwinklige Dreiecke getheilt, för welche 
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die Winkelßumme je 211 beträgt. Von einem solchen Drei- 
eck kann man jedes beliebige andere rechtwinklige abschnei- 
den; die Wiiikelaumme eines jeden rechtwinkligen, also 
auch jedes beliebigen Dreiecks beträgt daher zwei Rechte. 

Daraus folgt mit Berücksichtigung des vorigen Arti- 
kels : Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist entweder in 
jedem Dreieck gleich zwei Rechte oder sie ist in jedem 
Dreieck kleiner als zwei Kechte. 

Die Entscheidung, weiche von diesen beiden Annah- 
men in der Wirklichkeit stattlindet, steht in Zusammen- 
hang mit der Untersuchung der einander nicht schneiden* 
den Geraden, welche in derselben Ebene liegen. 



Nicht scbneideüde Gerade in derselben Ebene, 

parallele Gerade. 

7. 

1) Zwei Gerade ÄA' und i>i/, welche von einer 
dritten Geraden AB derart geschnitten 
werden, dass die Summe der Innern Win- 
kel , welche auf derselben Seite der schnei- 
doiden Geraden AU liegen, zwei Rechte 
beträgt, können sich nicht schneiden. 

Sind AA" und BB" die Bück Verlän- 
gerungen von AA' und BS^, so können 
die Gebilde ÄAB^ und WBAÄ' zur 
Deckung gebracht werden. Würden sieh 
daher AÄ und Bit schneiden, so müssten sich auch 
AAl* und BB' schneiden. £s ist daher die Existenz von 
einander nicht schneidenden Geraden in derselben £bene 
nachgewiesen. 



A 
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(2 Ist C die Mitte von AB, und D£ eine beliebige 
durch C gezogene Gerade ^ so beträgt auch die Snmme 
der beiden auf derselben Seite von DE liegenden Winkel 

zwei Rechte. 

Aus JCAD ^^CJJ£ folgt Winkel ADC = CEB, 

also 

A'DE+ S^ED ADE + (2 JB - A DE) = 2 JB. 

■ 

8. 

Man kann nach dem vorigen Artikel in einer £bene 
Fig. 0. durch einen Punkt A ausserhalb einer 
I'' 4' n ^ Geraden 'BB' mindestens eine die Ge- 

f l ade BJi' nicht schneidende Gerade -4' -4" 

ziehen, indem man etwa AB X B'B" und 
^ A'A ' X AB zieht. Alle im Punkt halb- 
begrenzten Geraden auf derselben Seite 
, , der Geraden AB, welche ausserhalb des 

/ i, jp I . Streifens A'A" und B'B" fallen , schneiden 
3 A " j* 

die Gerade BB' nicht; hingegen kann 
man innerhalb der halbbegrenzten Fläche AABB' Gerade 
(wie ^0 in der Figur) ziehen, welche die Gerade BB 
sclmeiden; d. h. man kann alle auf derselben Seite der 
Geraden AB liegenden im Punkte A halb begrenzten Ge- 
raden in zwei Classen bringen: 1) in solche, welche die 
Gerade BB nicht schneiden, und 2) in solche, welche 
die Gerade BB schneiden. Die gemeinsame Grenzlinie 
dieser beiden (Jlassen wird die Parallele zur Geraden 
BB' genannt; diese Grenzlinie ist nun entweder mit der 
Geraden AA identisch oder liegt innerhalb des Streifens 
AABB, in diesem Falle sei etwa die Gerade AD die 
Parallele. In jedem Falle besteht das Kennzeichen der 
Parallelen durch einen Punkt A zu einer Geraden BB 
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darin^ dass sie der Geraden JBB' nicht begegnet, dass 
aber jede andere Gerade, wie z. B. die Gerade AC, die 
man gegen die Gerade BB* hin unter einem noch so klei- 
nen Winkel resp. GAA oder CAD mit der Parallelen 
zi.ebt, (lio Gerade U B' schneidet. 

Ist die Parallele die Gerade AA, dann werden alle 
übrigen durch den Punkt A gezogenen Geraden die Ge* 
rade BST achneiden. 

Ist eine von AA' verschiedene Gerade , etwa die 
Gerade AD die Parallele, so raaclie man auf der entgegen- 
gesetzten Seite von AB den Winkel B AE— BAD. Die 
Gerade AE ist dann die Parallele zur Geraden BB" und 
sind AB^ und AE die Rück Verlängerungen von AD und 
AEj so werden alle innerhalb der Winkel DA'E und 
EAD' gezogenen Geraden (mit summt ihren Kückverlän- 
gerungeu) nicht sehneidende Gerade zur Geraden B'B'^ 
sein, während die übrigen Geraden (oder ihre ßückver- 
längemngen) die Gerade B'B" schneiden. Man erhält in 
diesem Falle für den Punkt A ausserhalb der Geraden 
B'B" folgende Ciassea von Geraden: l) Schneidende 
Gerade, 2) Nichtschneidende Gerade, 3) Zwei durch 
den Punkt A gehende parallele Gerade, nämlich die 
Gerade AD parallel zur Geraden BB* und die Gerade 
AE parallel zur Geraden BB" (die Rückverlängerung von 
Blf), In diesem Falle muss man ausserdem die Kichtung 
des Paraileiismus berücksichtigen, während dies im vori* 
gen Falle überflüssig ist. 

Dass die Gerade AB ^ in der Richtung von A nach 
B — zur (Teraden CD — in der Kichtung von C nach D 
— parallel ist, wird durch 

AB II CD 

bezeichnet 
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Ans der Definition für Parallele ergeben sich folgende 

Eigenschaf tun : 

1) Eine Gerade AA ist an allen ihren Punkten zu 

^^8- einer Geraden B£> parallel^ 

^ ^ d. h. ist AA II BS^ , so ist aucb 

ä,A' I ßh\ A^A ] Bir, . . wo 
A^i A.2J . . beliebige Punkte der 
-jl|t nach beiden Kichtungen unbe- 
grenzten Geraden AA sind. 

a) Liegt der Punkt A^ auf der Geraden AA% so 
ziehe man die Gerade A^C unter einem beliebig 
kleinen Winkel A'Ä^C. Für jeden Punkt ü der 
halbbegrenzten Geraden A^C schneidet die Ge* 
rade AC die Gerade BB etwa in 2). In das 
Dreieck ABB, wo AB±BB ist, tritt die 
unbegrenzte Gerade A^C ein, sie muss daher 
den Umfang desselben nochmals und zwar in 
einem Punkte der Seite BD, etwa in B, 
schneiden. 

b) Liegt der Punkt A^ in der Rückverliingcrung 
der Geraden AAj so ziehe mau die Gerade A^F 
unter einem so kleinen Winkel^ dass die Gerade 
AB 'm F geschnitten wird* Macht man den 
Winkel AAD = AA^F^ so schneidet die un- 
begrenzte Gerade A,^F den Umfang des Drei- 
ecks ABB noehmals und zwar in einem Pimkto 
der Seite BD, etwa in 6r* 

2) Zwei Gerade sind stets gegenseitig parallel; d. h. 
ist AA II BB', so ist auch BB (I AA, 

Ist AÄ II BB'f so kann man für jeden beliebigen Punkt 
A der Geraden AA einen Funkt- der Geraden BB 
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derart finden^ dass Winkel J!AB 
=^BBA ist Kacb Artikel 5 , d) 




Flg. B. 



kann man eine Gerade AG bo zie- 
hen, dass der W^inkel A'AC< ACir 



ist. Macht man auf der Geraden 



CB von C aas die Strecke CI)=AC, 



A 



60 ist der Winkel B'DA^ DAG 

< DAA', Bewegt man nun den Punkt C bis D, und 
verbindet seinen jedesmaligen Ort mit dem Punkte A^ 
so erhält man für einen auf der Strecke CB liegenden 
Punkt y etwa B^ eine Verbindungslinie AB derart^ dass 
A'AB = B'BA iBtf woraus unmittelbar die Eigenschaft 
der ücgeDseiti<rkeit des lai iiileiismus folgt. 

Ist M die Mute der Strecke AB, MM' .LAB, so 
ist MM II AA' und MM 11 BB. Denn würde die Gerade 
AA' die Gerade MM schneiden, so müsste auch die BB^ 
die MM in demselben Punkte schneiden. Zieht man AG 
unter einem beliebig kleinen Winkel A'AC, so begegnet 
dieselbe der Geraden 1^T>\ also aucli der Geraden MM\ 

S) Zwei Gerade BB und CG, weiche einer und der- 
selben Geraden AA nach derselben Richtung parallel sind^ 
sind zn einander parallel. 

a) Die drei Geraden AA'j BB', CG liegen in der- 
selben Ebene. 

Dass die Geraden BB und CG sich nicht schneiden 
können, folgt unmittelbar daraus, weil sonst durch den 

Durchschnittspunkt nach derselben Seite mit der Geraden 
. AA' zwei Parallele möglich wären. 

Folgen die drei Geraden in der Ordnung AA% BB'f 
CO auf einander, so ziehe man von einem Punkte G der 
Geraden C(7 die Gerade CD unter einem beliebig kleinen 
Winkel CCD gegen die Gerade AA ^ weklic also diese 
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Gerade, etwa m D, mithin auch die Gerade B£^, etwa 

in 1. , schneidet. 

Folgen die ücraden in der Ordnung B B', AÄ' , CC auf 
einander, so ziehe man von einem beliebigen Punkt der 
Geraden BB^ oder CC , etwa vom Punkt C der Geraden 
C(jf eine Gerade unter einem belleMg kleinen Winkel 
DGC gegen die Gerade AA\ welche also die Gerade AÄ, 
etwa in D, schneidet. Die Verlängerung der Geraden CD 
schneidet, wegen A.A! \\ BB^ , die Gerade BB in einem 
Punkte, etwa in E, 

b) Die Ebenen A! AB und AAQ bilden mit einan- 
der einen Winkel. 
Zunächst ist zu beweisen, dass die Geraden BB 
und CG \tL einer Ebene liegen. 

* Ist eine Gerade in der Ebene der Parallelen AÄ 
Fig. 9 ^'^^ i>ii', so begegnet diese der Gera- 

den AA etwa in B. Die Ebene CBl) 
begegnet der Ebene der Parallelen AA 
und CG in der Geraden CD. 



ir JB'Ac' 




Man bewege die Ebene CBD so 

lange, bis der Durchschnitlspunkt D 
verschwindet; dies ist der Fall, wenn 
die Gerade BJ) mit der Geraden BB^^ 
also die Ebene. CBD mit der Ebene 
CBB' zusammenfällt. Auf gleiche Weise fällt dann die 
Ebene BCD mit der Ebene li(J(J zusammen. Die Ge- 
raden BB' und CG liegen daher in dieser Endlage der 
Ebene BCD. 

Dass BB\\ CG ist, folgt nun so: Wäre in der Ebene 

der Geraden B Ii' und CC die Gerade 5 || 0(7 , so 
müssten (nach dem eben bewiesenen, wegen AA\\CCy) 
die Geraden BB' und AA in derselben Ebene liegen; 
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die beiden Ebenen UBVC und AA'BB' hätten dann 
zwei Gerade Bß' und BB^' gemeinsam , waB uumög- 
lieh ist. 

Zusatz.' Ans b) kann a) so erhalten werden: Es sei 

DB' ausserlialb der Ebene ÄA, BB\ CC und DD' || ÄÄ\ 
Dann ist, ^ve-en A J' \\ BB , AÄ \\ DU, nach b) 
Dir II BB', Auf gleiche Weise folgt DD'\\Ca und da^ 
mit wieder nach b) BB* \\ CC. 



Winkel zW' eier Parallelen mit einer schneidenden 

Gleraden. 

10* 

Ist für irgend zwei Parallele AA' und BB^ die Summe 
der Inneren Winkel A und B auf derselben n«. lo. 

Seite einer sclineidonden Geraden AB gleich A T j9 
zwei Rechte, so ist dies auch für jedes an- 1 
dere Paar Parallele CC und DB^ der Fall. 



Man kann nach Art. 7, 2) immer voraus- iT^'^-^-li 
setzen, dass der Winkel A'AB = CCD ist. ' 
Legt man die Figur CCDD' so auf die Figur A'ABR, 
dass die Geraden AA' und CC, CD und AB in ihrer 
Richtung zusammenfallen, so falle der Punkt D auf E und 
die Gerade DD" nach EK. 

Liegt der Punkt auf der Strecke ^jB, so folgt nach 
Art. 9, 3) aus 



AA' II BB', CC oder AA' || DL^ oderEHr, AA' |j EE' \\ BB', 



Ist die Summe der inneren Winkel AAE -f E'EA 
=>%B-Xj E'EB + ß'BE = 2 jR - wo icund^ positiv 
sind, so erhält man durch Addition 
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A'AB + irUÄ - 211 - {^x + j/), 



Fällt der Punkt D in den Punkt so fällt die Qe- 
rade DD^ mit der Geraden "BBt zusammen. 

Fällt der Punkt D ausserhalb der Strecke A3y so 
kann man aus der Figur A'ABBf indem man mit ikr con- 

gniente Figuren zusammenfügt, eine derartige erhalten, 
, dass der Punkt E auf die Strecke AB oder in den End- 
punkt B der neuen F)o;ar fällt. Vergl. Art 6. 

Daraus folgt ^ dass die Summe der inneren Winkel 
zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden entweder 
jedesmal zwei Rechte beträgt oder jedesmal kleiner als 
zwei Rechte ist. 



Zusammenhang der Parallelen und der 
Winkelsumme des Dreiecks. Euclidische 



Beträgt die Summe der inneren Winkel zweier Pa- 
rallelen mit einer schneidenden Geraden zwei Rechte , so 
ist durch jeden Punkt ausserhalb einer Geraden nur eine 
einzige Parallele möglieh , und alle andern (in derselben 

Ebene) durch diesen Punkt gezogonon Geraden schneiden 
die gegebene Gerade. Unter dieser Voraussetzung be- 
trägt auch die Winkelsumme eines jeden Dreiecks zwei 
Rechte. 



Geometrie. 



IL 
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Zieht man B&mlich durch eine Spitze, etwa B, die 
Gerade JB^B^ parallel «ur gegen- 

Überliegendon Seite AC desDreieckg 
ABC, so ist 
Winkel Ä = ABB", C = CBB^, 
aUo 

A-^B-^-C^HB, 
Umgekehrt. Betragt die Winkelsamme eines Drei- 
ecks zwei Rechte, so ist die Summe der inneren Winkel 
zweier l'aiallelen mit einer schneidenden Geraden gleich 
zwei Rechte. 

W&re nämlich für AA' (j BB' Winkel A'AB-^-B'BA 
— 2ll^a, 80 könnte man nach Art. 5, d) ein Dreieck 

ABC construiren, in welchem der Winkel C <C cc voraus- 
gesetzt werden kann, also der Winkel ABC >• ABB" sein 
müsate, was unmöglich ist^ da jBC7 innerhalb der Figur 
A'ABB^ fallen muss. 

Die beiden VoraUÄSetzungen : 1) die Summe der in- 
neren Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden 
Geraden beträgt zwei Kechte, und 2) die Summe der 
Winkel eines Dreiecks beträgt zwei Rechte , sind daher 
mit einander identisch. Dasselbe gilt von der Voraussetz- 
ting: durch einen Punkt ausserhalb einer GcraJ( n isi nur 
eine einzige, die gegebene Gerade nicht schneidende Ge- 
rade möglich. 



12, 

Aus den Voraussetzungen des vorigen Artikels , welche 
mit dem sogenannten elften Axiom Euclid's ,,Zwei Qeradci 
welche von einer dritten so geschnitten werden, dass die 
beiden Innern an einerlei Seite liegenden W inkel zusammen 
kleiner als zwei Hechte sind, schneiden sich hinreichend 
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verlängert an eben dieser Seite'* identiseh sind^ erhält man 

die gewöhnliche cuclidische" Geometrie. In dieser 
haben die Punkte der Parallelen gleiche Abstände, und 
umgekehrt: der Ort aller Punkte, welche von einer Gera- 
den gleichen Abstand haben, ist eine zur ersteren parallele 
Gerade. (Siehe Anbang, Art. 5—60 

Nichteuclidisclie Geometrie. 

IS. 

Die Erfolglosigkeit aller Bemühungen eines Beweises 
des elften enclidischen Axioms haben schliesslich dahin ge- 
führt, die zweite noch mögliche — diesem Axiom entgegen- 
stehende — Voraussetzung, „dass die Summe der Innern 
Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden 
oder die Suiiuue der Winkel eines geradlinigen Dreiecks 
kleiner als zwei Hechte ist", zu untersuchen. Die conse- 
quente Durchführung der letzteren Voraussetzung liefert 
ebenfalls eine in sich widersprnchfreie Geometrie, welche 
von Gauss (der sich seit J792 damit beschäftigte) die 
nichteuclidische*; von Lobatschewsky die imagi- 
näre** und von J. Bolyai die absolute Geometrie 
genannt wurde.*** £ine Uebereinstimmung der beiden 
Geometrien kann nur in den auf die Congmenz allein sich 

* l^rietwechsol xwiöchen Gauss und Scbumacber, liriefe vom 
Jahre 1831 und 1846. 

** Kasaner Bote vom Jahre 1829. Gelehrte Schriften der Uni- 
versität Kasan 183<5— 1838, Geometrie imaginaire. Grelle J. B. 17. 

Geometrische UnterBucbungen zor Theorie der Farallellimeii} 
Berlin 1840. 

Pang^ometrie, Kasan 1855. 
*** In dem im Vorworte angefahrten Appendix. 
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stützenden lietrachtungen vorkommen, wobei jetloch zu 
beachten ist, dass die Coogmenzen nicht vermittelst Siltze, 
die das Parallelen -Axiom voraussetzen, erhalten werden 
dttrfen. In allen Theilen der Geometrie, welche sich auf 
eine Voraussetzung der Parallelen (oder der Winkelsumme 
des Dreiecks) stützen , muss — wegen des Gegensatzes der 
endidischen und nichteuclidischen Annahme — zwischen 
deh beiden Geometrien Verschiedenheit eintreten. Schein« 
bare Ausnahmen; d. i. Ucbereintitimmung der beiden Gco- 
metrieu in diesen Theilen werden sich aus der Stetigkeit 
der beiden Voraussetzungen erklären lassen. 



Aus der Voraussetzung des Ötatttindens der nicht- 
endidischen Geometrie ergeben sich für die parallelen und 
nicht schneidenden Geraden in derselben Ebene folgende 
Eigenschaften : 

1) Ist Ä ein Punkt ausserhalb einer yj-, 



Parallelen AA' und der Senkrechten AB L L, 

der Parallelwinkel.« ' * * 

Niiutui di(; Distanz AB zu oder ab, so nimmt der 
Parallelwinkel ab oder zn. Tst nämlich CB < AB, so 
muss für CO' \\ BB der Winkel GVB > A'AB sein. 
Denn w&re C'CB^A!AB oder C'CB > AAB, so wäre 
für die Parallelen' AA' und CC die Summe der innern 
Winkel A und C gleich oder grosser als zwei Rechte. 
Für jede Distanz jp (eines Punktes von einer Geraden) 
gibt es also einen bestimmten Parallel winkel und um- 

* Kach Lobatsehewskj. 

FrlaehAnf, «bfolttt« Geom«trt«. 2 



Geraden BB', AA' \\ BB' und AB ±.BB, 
so heisst der Winkel A'AB zwischen den 
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gekehrt. Man bezeichnet den der Distanz jt> entsprechenden 
Parallelwinkdl durch /7(p). Fttr j9 = 0 wird i7(p) B, 
da die Parallele mit der Geraden BJff zuBammenfftllt; 
nähert sich p dem Unendlichen, so nähert sich dem 
Werthe Null. 

2 < Parallelo nähern sieh einander auf der Seite ihres 
Paraiielismus immer mehr. 

Sind nämlich AB=A']r und X so ist die C^e- 

jf'ig. la, rade /> K eine nicht schneidendn Ge- 

JP rade znr (J<raden AÄ\ Denn ist C 

jg' die Mitte der Strecke AA nnd Ql) 
« ^^AA1^ 80 können die Vierecke JlOD^ 
und A'CDB zur Deckung gebracht 
Averden; es ist daher zugleich CT) 1 7?^, 
also dio Oerade B Ii' eine nicht schnei'* 
dende Oerade. Die Päraileie BW liegt näher g^gen die 
Gerade ^1^1% sie begegnet also der Senkrechten A'B^ in 
einem Punkte JB" derart, dass A*B" <C A' If ist. 

Die Distanzen der Punkte einer Geraden von einer ihr 
parallelen werden daher in der Richtung des, Parallelismus 
immer kleiner — die zugehörigen Parallelwinkel also im- 
mer grösser — ; man sagt daher auch: Zwei ParaOele 
schneiden sich im Unendlichen. Die zwischen zwei Pa- 
rallelen enthaltene (unbegrenzte) Fliidie der unbegrenzten 
Ebene; wird ein Streifen genannt. Zwei Streifen können 
sur Deckung gebracht werden. 

3) Der Ort aller Punkte, welche von einer Geraden 
gleichen Abstand haben, ist eine krumme Linie. 

In dem Vierecke ACBB ist der Winkel B spitz. 
Trägt man auf der Geraden ÜB die Strecke CE=AB =^AB 
ab; so WM der Punkt E auf die Verlängerung der Strecke 
CD. Das Viereck ACEB kann nämlich mit dem Viereck 



Öigitized by Google 



19 



CABE zur Deckung p:ebracht werden, woraus (lin (rleicli-- 
heit der Winkel B und E folgt. Eine Linie, deren Punkte 
By Ef B^f ... von einer Geraden AA' gleichen Abstand 
haben, ist daher keine Gerade. Den gleichen Strecken 
AC lind CA' der Geraden AA' entsprechen gleiche Stücke 
BE und EB' dieser knimmen Linie. Ist der constante 
Abstand gleich Null, so fällt die Linie mit der Geraden 
zusammen) je grösser der Abstand wird, desto kleiner 
werden die Winkel der Sehne BE mit den Senkrechten 
AB und CEf da von zwei Vielecken von gleich viel Sei- 
ten, von denen das eine innerhalb des andern liegt, das 
kleinere die grössere Winkelsumme hat. Vergl. Art. 6, )). 

4) Zwei nicht schneidende Gerade haben einen klein- 
sten Abstand. 

Jede Verbindungslinie des Punktes 7> mit einem Punkte, 
etwa M, der Strecke B'Jf (dieses Artikels in 2) ist eine 
nicht schneidende Gerade. Die Entfernungen der Pankte 
der Geraden BM von der Geraden AA* nehmen in der 
Richtung SM ab, diese Abnahme kann nicht unbegrenzt 
sein, weil sich sonst die beiden Geraden ÄA' und B 31 
schneiden müssten; es können auch nicht die Punkte ir- 
gend einer Strecke gleichen Abstand haben, weil man sonst 
ein Viereck wie AA'B^B erhielte , in welchem die Senk- 
recht«! in Af A'f C gleich w&ren, jedes der Vierecke 
ACBB und ÄCBC hätte dann vier Rechte. Es muss da- 
her für einen gewissen Punkt Q der Oeraden BM die 
Entfernung QF von der Geraden AA ^'^e 



eine kleinste sein, dabei muss FQA.BM ii ^ 

sein, weil sonst die Senkrechte von P 
auf die Gerade BM kleiner wäre. Die 
beiden Figuren ABQB und ÄFQM sind P~^^A' 
congruent; versinnlicht man sich (nach Anmerkung des 

2* 
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Art. 3) die beiden Geraden durch krumme Linien, so ist 

ihr Verhalten so wie in der beigegebenen Figur. 

Sätze aus der Stereometiie. 

16. 

Eine nicht in einer Ebene liegende Gerade a kann 
die Ebene nur in einem Punkte (Fusspunkt) treffen* Steht 
die Gerade a auf zwei in der Ebene @ darch ihren Fass- 
punkt gezogenen Geraden senkrecht, so steht sie auf jeder 
beliphigen in der Ebene (S durch den Fusspunkt gezogenen 
Oeraden senkrecht. Die Gerade a heisst dann senkrecht 
auf der Ebene und wird durch a J^i& bezeichnet. 

Umgekehrt: Alle Geraden ^ welche in den yerschie- 
denen Ebenen in einem Punkte einer Geraden auf dieser 
senkrecht stehen, liegen in einer Ebene. 

16. 

Zwei Ebenen, welche durch dieselbe Gerade gehen, 
bilden einen Keil (oder Flächenwinkel). Die Gerade heisst 

die Kante, die beiden durch sie halbbegrenzten Ebenen 
die Seiten des Keils. 

Pig. 15. Errichtet man in einem beliebigen 

Punkt Ä der Kante des Keils in den 

^ ^ beiden Seiten Senkrechte Ali und AC 

auf die Kante, so ist der Winkel ^ijfC 
von unveränderlicher Grösse für jede 
M^'-- Lage des Punktes A\ dieser Winkel ist 

daher das Mass des Keils. 
Beweis. Es sei A ein beliebiger zweiter Punkt der 
Kante, ÄB' und AC seien die Senkrechten in den Seiten 
de^ Keils , X die Mitte der Strecke AA und Al'B' und A'C 
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die zugehörigen Senkrechten iu den Seiten. Man kann 
nnu das Gebilde B'A^'C'' BAC so mit dem Gebilde 
C^AlW CAB zur Deckung bringen, dass die Geraden 

A"B\ A"(r\ Ä'A 
des ersten Gebildes ,v mit den Geraden 

A'C\ A"B\ A'A 
des zweiten Gebildes zusammenfallen, wodurch auch der 
Seheitel und die Schenkel des Winkels BAC mit dem 
Scheitel und den Schenkeln des Winkelb CAB' zusam- 
mentallen. 

17. 

1) Zwei Ebenen btehen auf einander senkrecht, wenn 
sie einen rechten Keil bilden. Zieht man in einem be- 
liebigen Punkte A der Durchschnittslinie a zweier senk- 
rechten Ebenen % und ^' eine Gerade tt senkrecht auf die 
eine Ebene so liegt diese Gerade in der zweiten 
Ebene %\ 

2] Zwei Gerade a und tt% welche auf einer Ebene % 
senkrecht stehen, liegen in einer auf dieser senkrechten 
Ebene 31', 

3) Ist eine Gerade auf dner Ebene % senkrecht, so 
ist jede durch die Gerade gelegte Ebene SB auf der ge- 
gebenen Ebene VI senkrecht. 

4) Die Durchscbniltslinie a zweier auf einer dritten 
Ebene !B senkrechten Ebenen ^ und steht auf derselben 

Ebene ii5 senkrecht. 

Die Beweise dieser Sätze ergeben sich aus dem vori- 
^'cn Artikel mit Zuziehung des Satzes y dass in einer Ebene 

in einem Punkt einer Geraden auf diese nur eine eiiiz.ige 
Senkrechte möglich ist 
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18. 




a) ans 

b) aus 



* Ist eine Gerade 31 A senkrecht auf 
einer Ebene und BC eine beliebige Ge- 
rade dieser Ebene, so iet, wenn 

a) AD _L BC ist, auch MD ± BC, 

b) MD±BC ist, auch AD ± BC, 
Beweist Macht man DB^DCf so 

erhält man 
/S ABB ABC 
J MAB ^ J MAC, 
JMDB ;^ziMnC 
^MAB^JMAC, 
Folgerungen: 

1) Von einem Punkte M auf eine Ebene 51 eine Senk- 
rechte zu ziehen. Man ziehe in der Ebene % eine belie- 
bige Gerade BC auf diese die Geraden MD und (in der 
Ebene ^) DA senkrecht Die Gerade MA ± DA ist die 
gesuchte Senkrechte. Denn die Gerade BC also auch die 
Ebene 51 ist senkrecht auf der Ebene ADM, 

2) In einem l'unkte A einer Ebene % eine Senkrechte 
ZU errichten. Man ziehe von einem beliebigen Punkt M 
ausserhalb der Ebene % eine Senkrechte MN auf die 
Ebene 9(. In der Ebene MNA ziehe man AB.JL NAy so 
ist nach Art. 17, 2) AB die gesuchte Senkrechte. 



10. 

Die Durchschnittslinie a zweier gegebenen Ebenen 
% und kann auf die folgende Art bestimmt werden: 
Die Senkrechten MA und MA' von einem beliebigen 
Pui.l:t M auf die Ebenen ^ und ^' lie<^'en in einer auf 

der Durchschnittslinie a dieser Ebenen senkrechten Ebene 33, 
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Errichtet man auf die Geraden MA und MA' Senkrechte 
in der f^hene SB in den Punkten A und A*j 

so schneiden sich diese in eineai PuDkle 
X der JJurchsclinittslinie a. Eine Senk- 
rechte im Punkte X auf die Ek^ene ^ 
ist die DttTchschnittBlinie a der Ebenen 
31 und r. 

Zusatz. Schneiden sich diese ^Senkrechten in den 
Punkten A und A' nicht, so schneiden sich auch nicht die 
Ebenen 3t und %\ 




20. 

Der Durchsc hnitt einer Kugel mit einer Ebene ist ein 
Kreis. Drei grösste Kreise bilden auf der Kugelfläche 
acht sphärische Dreiecke, von denen Immer je zwei ge- 
genüberliegende, deren Spitzen also die Endpunkte dreier 

Durchmesser bilden, fläe heugleich sind. 

In zwei Gegendreiecken ABC und A'B'C* sind näm> 
lieh die Seiten und Winkel in derselben 

Ordnung aber im entgegengesetzten Dre- 
hungssinnc einander gleich. Eine Senk- 
rechte Tom Mittelpunkte der Kugel auf 
die Ebene der drei Spitzen A, B, C des 
einen Dreiecks trifft die Kugelfläche in den Funkten D 
und D' derart, daas 

7) I =DU = I)C= B'A = ITB" = D'C 
ist. Die Dreiecke BAB, BBC, BCA sind mit den Drei- 
ecken B^A'B", BfBCy B^CA' congruent, woraus die 
Gleichheit der Flächen der Dreiecke ABC und ÄB'C 
folgt. 
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Die Summe der drei durch die W inkel dos sphäri- 
schen Dreiecks bestimmten Zweiecke gibt die halbe Kugel- 
fläche vermehrt um die doppelte Dreiecksflilche. 

Theilt man die ganze Kugelfläcbe in 360 gleiche Zwei- 
ecke (deren Winkel also je 1*^ beträgt), so erhält man für 
die Fläche des Dreiecl s ABC 

f=^{A-\-B^C- 180^), 
wo A, £f C die in Graden ausgedruckten Winkel des 
Dreiecks sind. 



Ebenen dui'ch parallele Gerade. 

Schneiden sich drei Ebenen in parallelen Geraden , so 

i.st die Summe der drei (innen») Keile nicht grösser als 
üwei Reclite. 

Sind AÄ\ BJf, CG' parallele Gerade und Ä, B, C 
die anliegend« n Keile ^ so kann man in der durch die Ge- 
rade ÄA' and die Mittellinie DI/ des Streifens BB^ nnd 

CC bestiumiten Ebene eine Gerade EK || AÄ' derart 
ziehen, dass die Gerade DD' die Mittellinie der Geraden 
AA und EJit ist. Der Durchschnitt des durch die Ge- 
raden AA'f , . bestimmten Gebildes mit einer (durch 
einen beliebigen Punkt) auf der Geraden DD' senkrechten 
Kbene gibt eine Figur wie in Art. 5. Alle Schlüsse dieses 
Artikels lassen sich auf das vorliegende Gebilde anwen- 
den, indem man Winkel , Seite, . . Dreiec)-:, . . mit Keil, 
Streifen, . . von drei Sti*eifen bestimmtes Gebilde, . . ver- 
tauscht. 
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28. 

Lst die iSuuHue der innein Keile, welciie zwei bülie- 
bige durch zwei parallele Gerade AA' und Blf gelegte 
Ebenen « und ß mit der Ebene AAIBB der beiden Pa- 
rallelen bilden, kleiner als zwei Rechte, so schneiden sich 
die beiden Ebenen et und /3. 

l) Es sei einer der beiden Keile, etwa der an der 
Ebene a ein Rectbter, also der an der i'J- . 

Ebene ß spita. £ a! \ 

Zieht man ÄC ± BB', und in der \ | . . \ 
Ebene ß Gl) XBE, so ist der Win- , j y^h^G 
kel ACT) der Keil der Ebene (i mit '''L^.ll^ 
der Ebene der Parallelen AA' und BB, ^ ^ 
also ein spitzer Winkel. Zieht man AD 1. CD, so ist 
daher die Strecke ^ 2> <^ also auch ^ABj wenn 
HAA-AA' vorausgesetzt wird, iuiie Ebene y duicli die 
Punkte A, B, I) schneidet die Ebene a in einer Geraden, 
etwa AA"f (wobei BAs_AA" ist) und die Ebene ß in 
der Geraden BD, Dreht man die Ebene y um die Ge- 
rade ABf so beschreibt die Gerade AA" die Ebene a 
und, Avenn diobc Gticulo mit der Geraden AA' zusammen- 
fällt, so fällt die Gerade BD in die Ebene der Parallelen 
AA' und BB, wobei der Punkt J) zwischen AA' und 
BB' liegt. Die Gerade BD schneidet in dieser neuen 
Lage die Gerade AA% also schneidet auch die Gerade BD 
in ihrer ursprünglichen Lage die Gerade ^1^1". Der Diirch- 
schnittspunkt liegt in den Ebenen u und ß, letztere schnei- 
den sich daher in einer Geraden. 

2} Sind a) die Keile der Ebenen a und ß spitz, oder 
ist b) ein Keil, etwa der au a, stumpf, so lege man durch 
die Gerade JJI) eine Ebene 7 _L ß, welehc derselben in 
den Geraden ^^J./ II II i?^' begegnet. Für den Fall a) 



* 
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erh&lt man nnmittelbar« dass der Keil der Ebenen ß und y 
spitz ist. Für den Fall b) wird dies mit Zuziehung des 
vorigen Artikels nachgewiesen. Ks schneiden sich daher 
die Ebenen cc und ß. 

Zusatz. Die äumme der drei Keile von drei Kbenen^ 
welche sich in parallelen Geraden schneiden, betrigt swei 
Rechte. 



Fig. 2ü. 




24. 

Bestimmt man auf den 
Geraden AA' || BB' || CC 

für einen gegebenen Punkt ^4 
der Geraden AA' die Punkte 
B und C auf den Geraden 
BB^ und CC derart, dass 
AAB^B^BA, AAC^CCA 
ist, so ist auch 

B'BC^C'CB. 
1) Die Geraden AA, BB' , CC seien nicht in einer 
Ebene. 

Die Ebenen senkrecht durch die Mittellinien DT/ und 

EE' der Streifen AA'liB' und ^1 .l'CC schneiden sich in 
einer auf der Ebene ABC senkrechten Geraden FE' \ 
DD' II EE'. Ist F der Durchschnittspunkt dieser Gera* 
den mit der Ebene ABC, so ist BF^AF^ CF* 

Zieht man FQ-l. BC, bo ist BG = GC und die Ge- 
rade IJC senkrecht auf der Ebene F'FG also auch senk- 
auf der Geraden GG' || FF'. Die Geraden ÜB' und CC 
sind parallel zur Geraden GG' und dabei ist QC senk- 



* Die nlrei Linieu AJ'\ BF, CF öiiid der DeutUchkcit halber 
iii der Figur weggelassen worden. 
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recht in der Mitte G der Strecke BCy es ist daher auch 

Zusatz. Der Punkt F ist der Mittelpunkt des durch 
die drei Punkte A, B, C gehenden Kreises. Von diesen 
drei Punkten kann der eine, etwa A, auf der (Geraden 

J A' willkürlich genommen werden, die beiden andern, B 
und C, sind dann auf den Geraden BB" und CC eiu- 
deutig bestimmt. 

2) Sind die Geraden AA', BB, CC in derselben 
Ebene, so siehe man die Gerade DD' |{ AA' ausserhalb 
dieser Ebene und bestimme in dieser Geraden den Punkt 
D derart, dass I)'J)A = A'AI) ist. Dann folgt au» D JJJi 
=^BBD und UDC^CVD die Gleichheit von BBC ' 
und CCB. 

Anmerkung. Die in den Artikeln SS — 84 enthaltenen Sätze 
sind im abaolnten 8imie richtig» d. h. ohne Rüduicht auf das Pa- 
xallelm-Axiom. 

Grenzlläclie, ürenzlinie. 

25. 

Ist A A eine beliebige Gerade und bestimmt man auf 
jeder Geraden MM' \\ AA' zu einem gegebenen Punkt A 
der ersten Geraden einen Punkt M auf der Geraden MM 

derart, dass Winkel , 

M'MA = A'A M 
ist, so erhält man, als Ort der Punkte M, eine Fläche, 
welche die Grenzfläche heisst * Die Gerade A AI heisst 
die Axe der Grenzfläche, und umgekehrt: die eben er- 
halteno Grenzfläche heisst „Orenzfläche für die Axe AAl^^. 



* Nach Lobatschewskyt J. Bolyai nemit sie die Fläche f*. 
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Sind B und C zwei beliebige Punkte der Grensfl&cbe 
BR \\ CC nach der Richtung der Axe, so ist nach 
Artikel 24 auch Winkel nßC^C'CB] d. h. luau kann 
jede der parallelen Geraden AÄ', BJ^^ CO-, . . als Axe 
der Grenzfläche betrachten. 

26. 

Der Schnitt der Grenzfläche mit einer durch eine Axe 
gelegten Ebene ist eine Linie, welche Grenzlinie ge- 
nannt wird*; jede Grenzlinie bat die Eigenschaft, dass 
die Senkrechten in den Mitten der Sehnen parallel den 
Flg. 21. ' Axen sind. Um daher eine Grenzlinie 
p zu erhalten zieht man zu einer gegebe« 

. nen Geraden AA als Axe die Gerade 

/ \, , AB unter einem beliebigen Winkel 

A'AB und wählt die Strecke AC der- 
ff -f- J^^^! art, dass die Gerade C'6" ±AB \\ AA' 

jl J- .jf ist; macht man auf der Geraden AB 

* die Strecke 'BC= AC, so ist der Punkt 

i> ein Punkt der Grenzlinie. 

1) Ibt A'AB =^ M, so ist AC also auch AB = 0, d. i. - 
die Tangente eines Punktes A der Grenzlinie steht senk- 
recht auf der Axe; jede auf der Axe in A nicht senk« 
rechte Gerade, wie AB, schneidet die Grenzlinie in 
zwei Punkten (A und B). 

2) Die Grenzlinie ist aus congruenten Stücken zusam- 
mengesetzt; zieht man nämlich die Gerade BJJ derart, 
dass DBB'==BAA' ist und macht die Strecke BD^AB, 
so ist der Punkt D ebenfalls ein Punkt der Grenzlinie. 

Die Grenzlinie ist zu beiden Seiten einer jeden Axe 
symmetrisch. Alle Grenzlinien sind congruent. Zwei Grenz- 

♦ J. Bolyai neuut sie ciuc Linie L auf der Fläche i«'. 
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Innen decken sich, wenn ein Ptonkt und dessen Axe der 

pinon mit einem Punkte und dessen Axe der andern zu- 
sammenfällt. 

3) Schneidet man auf den Axen AAy BH, . . gleiche 
Stücke AÄi^BB^^., ab, so liegen die Punkte 
Byj . . in einer Grenzlinie. Denn man kann die Figur 
A'ABR mit der Figur B'BAA' zur Deckung bringen, 
dabei fällt die Strecke A^B^ mit der Strecke 7?, ^4, zu- 
sammen. Der Punkt B^ ist daher ein Punkt der Qrenz- 
linie fUr die Axe A^A'. 

4) Ein Kreis, dessen Halbmesser ins Unbegrenzte 
"Wächst, geht in die Grenzlinie über. (Der Beweis folgt 
unmittelbar aus Artikel 14, 2). 

• 87* 

Der Schnitt der Gren/finclio nuL ciaer nicht durch eine 
Axe gelegten Ebene ist ein Kreis. 

Sind nämlich A, B, C drei beliebige Punkte der 
Schnittlinie , so erhält man (nach Artikel 24) in der Ebene 
ABC einen Punkt F derart, dass FA^FB^ FC und 
die Senkrechte FF' im Punkte F der Kbene A HC \\ AA', 
BB, CG' ist; der Punkt F ist daher der Mittelpunkt des 
durch die Punkte A, B, C gelegten Kreises. Dreht man 
die Ebene F'FA um die Gerade FF', so beschreibt die 
Öerade FA die Ebene ABC und der Punkt A die durch 
die Punkte Aj Bj C gelegte Kreislinie, deren Punkte 
sämmtlich auf der Grenzfläche Ho<:^cn; da die Gerade J.^' 
immer parallel zur Geraden FF' bleibt; ausser diesen 
Punkten liegt (nach Artikel 14, 1)) kein Punkt der Ebene 
ABC auf der Grenzfläche. 

Die Grenzfläche wird daher auch erhalten, indem man 
eine Grenzlinie um eine ihrer Axen dreht. 
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Eine Kugel, deren Halbmes&er ins Unbegrenzte wächst, 

gebt in die Grenzfläche über. 

Anmerknng 1. Untw Voxaumetsung des elften eadidiseben 
Axiomt «ind die Grenslinie nnd Gzenzflftohe reap. mit der Geraden 
nnd Ebene, welche anf den Ajcen senkrecht stdien, identisch; in der 
nidhtenelidiBchen Geometrie gehören sie su dem krammen Gebilden. 
Z. B. Die drei Punkte Ay X) der Greaudinie des Artikels 26 li^n 
nicht in einer Geraden. Dnrdt zwei Punkte A nnd B einer Ebene 
sind in dieser zwei Grenzlinien möglich ~ entq»rechend den bnden 
entgegengesetzten Bichtnngen der Senkrechten in der Mitte der dnrv^ 
die beiden Fnnkte A nnd B bestimmten Strecke — ; durdi drei Punkte, 
welche in dem Umfang eines Kreises liegen , sind zwei Grensflächen 
bestimmt. Alle Punkte der Ebene, weldie zugleich inn«rfaa1b der 
beiden Grenzlinien oder zugleich uuBscrhalb derselben liegen , können 
mit den beiden Punkten A und B nicht im Umfang eines Kreises 



Anmerkung: 2. Die wirklicne Ausführung der in diesen Arti- 
kehi vorkounnendeu Constructionen — deren Möglichkeit aus dem 
Vorheigeht nihai klur ist — wird später (in den Artikeln 36—38) ge- 
geben werden. 

Figuren auf der Grenzfläche* 

28. 

1) Aaf der Grenzfläche ist durch zwei Punkte eine 
Grenzlinie bestimmt. 

2) Zwei Grenzlinien, AMwndi BNy deren Summe der 

innern Winkel , welche sie mit einer dritten sie schneiden- 
den Grenzlinie -4 J? (auf derselben Seite der schneidenden) 



liegen. 



bilden, kleiner ab zwei Bechte ist^ sdinei- 
den Bich. 




Denn die Ebenen der Grenzlinien AM 

und BN bilden mit der Ebene der Grenz- 
linie AB innere Winkel, deren Summe klei- 
ner als 2 22 ui, die beiden Ebenen schneiden 
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sieh nach Artikel 23 in einer Geraden , also die Grenz- 
linien AM und BN in einem Punkte. 

3) Aus 1) und 2) folgt: Auf der örenzfläclie gelten 
die Sätze der enclidisehen Planimetrie, wenn man die Ge- 
rade dnrch die Grenzlinie nnd die Strecke durch das 
zwischen zwei Punkten enthaltene Stück der Grenzlinie 
ersetzt. Z. B. : 

a) Die Summe der drei Winkel eines (von drei 
Grenzbogen gebildeten) Dreiecks ist gleich HR, 

b) Der Umfang eines Kreises, dessen Radius das 
Stück r eines Grenzbogens Ist, beträgt Inr, 
wo 3,14159 . . ist. 

Ist 0 der Mittelpunkt de6 Kreises auf der (irenzilächCi 
M ein beliebiger Pnnkt des Umfanges» sind 
MM' \\0(y die Axen der Punkte Jfund 0, 
so erh&lt man den Kreis dnrch Umdrehung des 
(Irenzbogcns MOt^r um 00' als Axe. Ist 
MFA-OO'j 80 beschreibt bei dieser Um- 
drehung die Gerade MF = y einen Kreis 
Ton gleichem Umfange. Bezeichnet, man den 
Umfang dieses Kreises mit qij, so ist also 

O y = 2 Ä r. 

Anme^k^n^^ Die goniometrischcn l'uuctionen und ihre Eigen- 

scbai'teii »ind von jeder geometrischen Betrachtung unabhängig. Es 

bedeuten nämlich , B. sinx, cosx, . . die Reiben 

X* , x^ 
ainx ^X " — + r-: • • 

3 ! 5 1 




welche sich auch in der Fonu gehen lassen: 

ainx^ 



C08X = 
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Auf dw (ireii/fliu lie lii.sst sich daher die gewöhnlichi." ei enc Trigono- 
metrie und analytische Geometrie auf Gebilde, in weichen die Gera- 
den (der gewöhnlichen Gt.'ometrie) durch Orffliadinien nnd die Stjrecken 
dnrch ürensbogen ersetzt »ind, nnmittelbar anwenden. 



Anwendung auf das geradlinige und 

sphärische Dreieck. 

29. 

In jedem Dreiecke verhalten sich die Umflftnge der 
Kreise^ welche die Seiten zu Radien haben ^ wie die Sinuse 

der gegenüberliegenden Winl^el, 

1) Ist das Dreieck ABC bei C rechtwinklig, so siehe 
. Via. 71. man in einem der Punkte Ä oder B, etwa 

MJ in A, (Ho Gerade ^^rj_ auf die Ebene 

AJJC und ziehe BB', CC'\\AA\ 
Durch den Punkt B lege man für BB' 
als Axe eine Grenzfläche , welche den 
Geraden AA' und CC in den Punkten 
und C\ begegnet. Dadnrch erhält 
man auf der GrenzÜäche ein Dreieck 
AiBC^, in welchem der Winkel A^ gleich ist dem Win- 
kel A des geradlinigen Dreiecks ABC. Es ist daher 

BC^^BA^ sinA, 

also auch 

^TcBC^ = ^TcBAi sm A, 
Die Umfange 2aBC\ und 27t BA^ der Kreise auf der 
Grenzfläche sind resp. gleich den Umfängen OBC, OAB 
der ebenen Kreise mit den Radien BC und AB. Es ist 

daher 

oBC—OABsinA, 
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2) Zerlegt man ein Dreieck durch die Höhen in recht- 
winklige, 80 erhält man, wenn mit a, h, e die Seiten und 
mit A, B, C die ihnen gegenüberliegenden Winkel he- 
zeichnet werden , 

■ 

tM>. 

i Ist das sphärische Dreieck ABC bei C rechtwinklig; 

80 ziehe man von einem der Punkte Ä 

Fig. 2&. 

oder B, etwa von B, die Geraden 
BÄi±OÄ, BC,±OC und verbinde 
die Punkte j1| und Cj, wodurch man 
das bei C, rechtwinklige Dreieck A^BC^ 
erhält, in welchem ^1^ gleich dem Win- 
kel A ist. Nach Artikel 29 ist 

OBO^ — OBA^sinA, 
Aus den Dreiecken OBA^ und OBC^ folgt 
OBA^^OOBsme, OBC^^OOB mn a\ 
und damit durch Substitution in obige Gleichung 

sin a = sin c sin A, 
Aus dieser Gleichung folgt die ganze sphärische Tri- 
gonometrie , welche also vom Parallelen -Axiom unabhängig 
ist. (Siehe Anhang, Arttkel 7.) 




Veriiältmss zweier 'Orenzbogen. 

81. 

Sind ^ Jf und A'M' zwei Grenzbogen , welche zwi< 

scheu denselben Axen AA' und 31 M' liegen, so entspre- 
chen, nach Artikel 26, 3) gleichen Sehnen AB und BC 

FTisohAiif, alraolttte 0«f>inetrl«. 3 
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der ersten Grenzlinie gleiche Sehnen -4'£' und B'C der 
zweiten Orenzlinie, dabei ist 

AA « BB = CC\ 

Theilt man den Grenzbogen AM in /«gleiche Theile, 
80 wird durch die Axen der Theilungapunkte der zugehö- 
rige Grenzbogen A'M' ebenfalis in gleiche Theile ge- 
theilt; das Verhältniss zweier zusammengehörigen Grenz- 
bogen ist daher von der Grösse der Bögen unabhängig — 
also nur abhängig von der Entfernung AA! der beiden 
Grenzlinien. 

Um dieses Yerhältniss zu bestimmen, theile man die 
Flg. 26. Entfernung AA' = in wgleiche 

Theile ; es sei AA^ = — • • 
Afir-i A s= a, femer seien AB=8f 

=B' A^B^^ s^, , A'B = 8' die 

^ den The ilungs punkten zugehörigen 
Grenzbogen. Dann ist 

S| Sa. 

WO l das der Entfernung a entsprechende Verbälliuss 
zweier Grenzbögen ist. Multiplicirt man diese n Gleichungen 

mit einander, so folgt 

Ist k die Entfernung zweier Grenzbogen', deren Yerhält- 
niss gleich einer gegebenen Zahl e ht, so sei h = ma; 
dann ist 

e = A*" und A = , 

also 
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Die Entferoung k kann derart gewählt werden , dass die 
Zahl e gleich der Basis des natürlichen Logarithmen- 
systems 

e « 2 . 718281828459 . . 

wird. 

Zusatz. Setzt man 

(j^ = I, e=tj, » 



so sind wegen 



x + y jy 



ini und £ : 1} die den Entfernungen x-^y und x^y ent- 
sprechenden Verhältnisse der Grenzbdgen. 

Anmerkung. Drückt ouui x ia Theilen von k aus, so erhält 




82. 

Sind AB und ^'7^ zwei Grenz- 
bögen zwischen denselben Axen AA und 
BB^f so ist ihr Verhältniss bestimmt durch 

Aß : AB = .1 A B: sin A'BB'. 

—.^ Zieht man nämlich die Geraden 

BD J. -4^', AE _L i^ü', so ist 

OBJy^oAB^AAB 

OA'E = Oui'B ABB^, 
also • , 

O.BjD : OAE = smAAB : m ABB'.- 

Berücksichtigt man, dass 

OBD^2xAB, oAE^^nAS^ 

ist, so erhält man unmittelbar den ausgesprochenen 8atz. 
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Beziehung zwischen Distanz und Parallel wmkel. 




Ist jp die Distanz eines Punktes von einer Geraden, 
der zugehörige Parallelwinkel, so ist 

Der Beweis beruht auf folgenden Gründen: 

1) It^t A ein Punkt ausserhalb 
der Geraden irB", dabei AB±B'B'\ 
AA II BB, AA' II BB", und sind 
AG, BD, GE die Grenzbogen für 
die Axen A A, BB", CB", so ist 
AB DE^BC, 
Denn zieht man den Grenzbogen AF für die Axe 
AA*, so ist 

CB^BF, CB = ED, BF^DA: 

2) Es sei AA || BB' und AAB = i^'i?^. Ist C die 

Mitte von AB, so ist 
_L AB parallel zn AA und 
BR. Ist 5J?" die Ver- 
längciung von AB, und 
y/i> dieHalbirungsIinie des 
Winkels BBB\ so kann 
man die Distanz BD der* 
ait bestimmen, dass die 
Gerade l)'iJ" ±. BD die Eigenschaft hat, dass 

BB\\Biy, BB'WDD", 
also auck AB' || DJT und (wegen AA \\ BB) AA' \\ DU 
ist. Die Gerade AE X BDT halbirt daher den Winkel 
AAB, 




V 
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3) Beschreibt man eine Grenzlinie für AÄ' als Axe, 
so geht diese durch den Punkt B und schneidet die Ge- 
rade I/iy'f etwa in F. Schneiden die Grenzlinien für die 
Axen EB" und FIT' die Gerade AB" in den Punkten 
G und Hf 80 ibt nach 1) 

äH=2AG:=2GII. 
Ist ausserdem K der Durchschnittspunkt der Geraden 
AB* mit der Grenzlinie für die Axe BB\ so ist auf 

* 

gleiche Weise 

BH=^BK^%KH. 

Daraus folgt 

AB=^ AH^ BH= 2{Aa - BK). 

4) Setzt man AB = 2i>, ÄG = x, BK = y, so ißt 

Nach Artikel 32 folgt ftlr die den Distanzen AG und 
BK entsprehenden Verhältnisse der Grenzbdgen 

e^ = sinlti sin^nip) = 1 : sin^IHp) 
Daraus erhält man nach Zusatz des Artikels 31 

Zusatz. Aus den Gleichungen 

2 cot- cot——l 



$m a = 7, , cos a — 



folgt 

sinnipj^ p ^ (!0sn{p) = ^^7^_^ 
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Linieu und Fläclieu gleichen Abstandes. 



Flg. 30. 





Er— — V 

» 







\ 



Im Artikel 14,3) ist bereits nachgewiesen worden, das» 
eine Linie Ii B\ deren Pußkle von einer gegebenen Gera- 
den AÄ gleichen Abstand =li haben ^ eine krumme Linie 
idt mit den folgenden Eigenschaften: 

Es seien 3 und ^ zwei Punkte 
dieser Linie, BA und "BA die Senk- 
rechten auf die gegebene Gerade AÄ. 
Ist K der Funkt der Linie BI^ ^ wel- 
cher der Mitte C der Strecke AA ent- 
spricht | so schneidet die Gerade CE 
die Sehne J^JB' in einem Punkte D der- 
art, dasö CE>GD ist. Die Winkel 
B und 7)*' der Sehne BJJ' mit den Ab- 
ständen BA und B'A' sind spitz, l^ähert sich der Punkt 
B^ immer mehr dem Punkte B, so werden diese Winkel 
immer grösser, die Gerade BW nähert sich immer mehr 
der Tangeute im Punkte B. Die Tangente in B steht 
daher aut der Geraden BA senkrecht. Ist BU \\ ECj so 
liegt die Gerade B ü näher zur Geraden EC als (die nicht 
schneidende Gerade) BA\ die Grenzlinie durch die Punkte 
B und W (deren Tangente im Punkte B auf der Geraden 
B U senkrecht seht) liegt ausserhalb der Linie gleichen 
Abstandes. 

Dreht man die Linie gleichen Abstandes um die Ge- 
rade CJS als Axe, so beschreibt sie eine Fläche , deren 
Punkte yon der durch die Gerade A C erzeugten Ebene glei- 
chen Abstand = Ä haben; diese Fläche heisst daher eine 
Fläche gleichen Abstandes = h. Jeder Funkt, 
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z. B. Bf der Linie 7j7>" beschreibt dabei einen Kreis, 
desbcn Punkte vom durch den Punkt A erzeugten Kreis 
gleichen Abstand haben. 

Das VerhältniBB eines Stücks der Linie gleichen Ab- 

standes zum zugehörigen Stück der Geraden ist von der 
Urösse dieser Stücke unabhängig; man kann daher dafür 
auch das Yerhältuiss der Umfänge dieser beiden Kreise 
setzen. 

Der erste Umfang ist = OBJ), der zweite s=OAC» 

Nun ist 

OBD^oBüsinBCE, OAÖ=^OBCsinABÖ, 
also das erwähnte Verhältniss 

OBD :OAC = sin BCE : sin ABC. 

. Ist der Punkt A fest und entfernt sich der Punkt C 
immer mehr vom Punkte A^ so wird der Winkel AOB 
immer kleiner, der Winkel BCE also immer grösser, und, 
wenn der Punkt C im Unendlichen liegt, so wird BCE= B 
und ABC^n{AB)^ n{h). Es ist daher das erwähnte 
unveränderliche Verhältnias der Linie gleichen Abstandes 
zur zugehörigen Strecke ihrer Geraden 

Für A » 0 fällt die Linie BB mit der Geraden AA' 
zusammen. 

Sind die Punkte B und B fest und legt man durch 
dieselben fortgesetzt für alle Abstände h von ^ — 0 an bis 
h = co die entsprechenden Linien gleichen Abstandes, so 
werden diese immer stärker gekrümmt und f ür A oc geht 

die Linie gleichen Abstandes in die durch die Punkte B , 7/ 
gelegte Grenzlinie über, deren Axe ij« £/ || Z)C ist j denn 
für Ä = OD ist das Verhältniss — oc , also AA' =» 0, d. h. 
die Geraden ABvokd B^A' schneiden sich im Unendlichen. 
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Zusatz. Setzt man BCE ^R — AGB, so folgt f&r 

das obige Vcrhältniss 

h_ _A_ 

C08ACBisinAJia=^i(e'^ +e *)» 
d. h« wird in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC 
die Seite ^^ = ft als nnveränderlich vorausgesetzt, so 
bleibt das VurliältDiss cos C : sin B ebenfalls uuverämleriicb. 



Kreisumfang. 

35. 

Ist die Gerade AB JL ÄC, so ist für jeden beliebi- 
Fig. 31. gen Punkt C\ der Geraden yi O zufolge 

Zusatzes des vorigen Artikels: . 
^ mACB^sinABC=co8AC^B:sinABC^, 
oder 

ZZ^^^^;^^ cosACB: cos AC^B ^ sin ABC : sin A B C\. 
^ Nun ist 

OAC : O AB ^ sin ABC : sin AGB 
oAC^i OAB-sinABC^isinACiB, 

also 

sin ABC sinACn 
OAC : O^iC, - ^^(i • ^ ^(j^j^ 

oder nacli der obigen Gleichung 

OAC : OACi = cot ACB : cotAC^B, 

Besdireibt man die Grenzbögen CD und C,i>i für die 
Geraden CO und C^C^\\AB als AseU; so ist das Vcr- 
hältniss dieser Bögen 

CD : Cji^i = OAC : OAC^, 

also 

CD : C,D, = eotACB : cotAC^B, 
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Setet man der Kürze halber 
80 ist also 

"Wird AJj unendlich, so gehen die Winkel (p und (p^ 
in die den Abständen y und entsprc chcnden Jt^arailel- 
winkel ACC und AC^C^ über; es ist daher 
rieotn (y) — r^: cot Il{y^ = (7, 
wo C eine constante Zahl ist. Daraus folgt 

C y ' » 

Oy=:2nr = xC{e^ —e *). 

Um die Constante C zu bestimmen , berücksichtige - 
man, dass das YerhäitniBS 

r CeatlKy) 

y'^ y 

für den Grenzwerth ^ 0 in die Einheit übergeht Es 
ist daher 

C=- , c i für 2^ = 0. 
l^un ist allgemein 

cot n (iß 1 . ?/- . 

daraus folgt C — k und 
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Aufgaben über Parallele und deren Anwendung. 

Aus dem Artikel 34 ergibt sich unmitieibar die Lösung 
der Aufgabe: 

Fig. 3?. Durch einen Funkt B ansBerbalb einer 

Geraden ÄC eine Parallele BG zur Geraden 
AC zvi ziehen, d. b. zu einer ge^ 




Dibtanz den zugehörigen Parallel winkel zu 
finden. 

Ist nämlich BA±ÄC, BD±BAf D ein beliebiger 
Punkt der Geraden BD und BC ±CA, so ist 

OUD : O JC— 1 : sinn{h), 
wo h — AH der Abstand und liih) der zugehörige Pa- 
rallel winke! ist. Da 1 >'MnlJ{h) ist, bo ioigt B D > AC. 

Besdireibt man aus dem Punkte C mit dem Radius 

JiD eiiH'ii Kieis, bo schneidet dieser die Goradc AB in 
einem Punkte, etwa F. Im Dreiecke AC F i&t daim 
OCFi OCA=l : sinAFCf 

aläo 

nih) = AFC. 

Zieht man durch den Punkt B die Gerade BG derart, 
daas der Winkel ABG = ÄFC ist, so ist BG || AC. 



37. 

Zu einem gegebenen Winkel als Parallelwinkel die 
zugehörige Distanz zu finden. 

Hülfssätze: 
J) Sind von den drei Senkrechten J)B^, EE, FF, 
welche In den Mitten E, F der Seiten AB, AC, BC 
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eines Dreiecks ABC errichtet sind, zwei zu einander pa- 
rallel, so sind alle drei parallel« 



gen der den Winkeln Aj Bj C ^ 
gegenüberliegenden Seiten und ist A der grässte Winkel, 
so linden in diesem Falle zwischen den Seiten und, Win- 
keln folgende Gleichungen statt: 



3) Macht man nun AACr — B^BC ^ U{a), so schnei- 
den sich die Geraden AG und BC in einem Punkte, 
etwa G] dabei ist im Dreieck AGG, wegen GAC^ 

n{b)-n{d) = c, AG =^CG. 

Daraus folgt die Lösung der vorliegenden Aufgabe 
auf folgende Art: Ist B'B C der gegebene Winkel, so kann 
man (vermittelst des vorigen Artikels) für eine hinreichend 
kleine Distanz BD einen Parallelwinkel B'BD > RBC 

erhalten. Macht mun DA = BD, AA' \\ BB\ A'AG = B'Be 
und (auf der Geraden BC) GC = AG , so bestimmt die 
Mitte F der Strecke BO die dem Winkel BBC entspre- 
chende Distanz BF* 



Es sei die Gerade AA' \\ BB' \ zu einem gegebenen 
Punkte A der Geraden AA soll der Punkt B der Gera- 




2) Sind 2«, 1h, 2c die Län- F 



A^n{j))-\-n{r) 
B = n{c)-n{a) 

V =- n\J)) - II{a). 
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den B TV derart bestimmt werden, dass Winkel Ä'AB 
= B'BA, 

Man siehe auBserhalb der Ebene AA BM die Gerade 

CO II AÄ, mache AC 1. CC% CD 
^AC unä Dir II CC. Durch die 

Gerade CC lege man eine Ebene 
derart, dass sie mit der Ebene 
AA' CC denselben Winkel bildet 
wie die Ebene DD" BB" und be- 
stimme nach Artikel 19 ibre Durch- 
schnittslinie MM' mit der Ebene 
AA' BB\ Die Gerade ABxMM' bestimmt den ge- 
Bttchten Punkt B, 

Legt man nämlich durch den Punkt A fUr die Axe 
AA' eine (iicnzllüche, so bilden auf derselben die vier 
Kbenen AA' J)jy, ÄA' BB, 1)1)' BB', CC MM' zwei 
ähnliche Uienzdreieckc, woraus (wegen AC=CD) AM 
MB, also auch A'AB » B'BA folgt. 

Auiuerkung. Durch die Lösting dieser drei Aufgaben ist die 
directc Ausführung der iu den Artikeln 9,2), 2-^26, 33, 2) u. s. w. 
vorkommenden Conätructiouen ermöglicht. 



Denkt man sich auf der Orenzflächo die Grcnzbögeii 
durch ihre Endpunkte allein bestimmt — analog wie in 
der Ebene die Strecke — , so kann auf die in dem 
vorigen Artikel enthaltenen Aufgaben die Lösung der nach- 
stehenden zurückgeführt werden: 

1) Einen ü renzbogen zu bestimmen, welcher gleich 
ist der Summe zweier durch ihre Endpunkte bestimmten 
Grenzb5gen AB und CD, 
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Man beBtimme nach Artikel 36 die den Strecken 

^AB und iCD entsprechenden Parallelwinkel i7(^yl7i) 
und JZfVrT)) und lege die Strecken Aß und CD unter 
dem Winkel HHAJB) JIHCD) an einander. Der An- 
fangspunkt A der ersten Sirecke und der Endpunkt 2> 
der zweiten Strecke bestimmen dann die beiden End- 
punkte des gesuchten Greiizbogens. 

Auf analoge Art wird ein Grenzbogen bestimmt, wel- 
cher gleich ist dem Unterschiede zweier Grenzbögen. 

2) Zu drei Grenzbögen 8A, AB, SC die vierte geo- 
metrische Proportionale CJ) zu linden. 

Dazu dient dasselbe Verfahren wie in der euclidischen 
Planimetrie. Man lege in einer Ebene % (vermittelst zwei- 
maliger Anwendung des Artikels 36) die Sehnen der Bögen 
SA und AB sc an einander, dass die Punkte 8, A, B 
in einer Grenzlinie liegen, d. Ii. dass der Winkel SAB 
= n{iSA) -f- Ui^AB) ist. Ist SS' die Axe dieses Grenz- 
bogens, so lege man durch dieselbe eine beliebige Ebene W 
und ziehe in dieser die Gerade CC || SS' derart, dass 
SC gleich der Sehne des dritten Bogens und der Winkel 
S'SC= CCS, also - JKISC) ist. Legt man durch BB' 
eine Ebene unter derselben Keigung mit der Ebene % wie 
die der Ebene BB'CC und bestimmt nach Artikel 19 
deren Durchschnittslinte Djy mit der Ebene 91', so erhfilt 
man die gesuchte vierte Proportionale CD, wenn nach 
der Aufgabe des Artikels 38 der Punkt D derart bestimmt 
wird, dass Winkel D'DC=CCD ist. 

In ähnlicher Weise kann die mittlere geometrische 
Proportionale, u. s. w. construirt werden. Berücksichtigt 
man ausserdem die Sätze des Artikels 28^ so erhält man 
folgenden allgemeinen Satz: 

Auf der Grenzfläche kann man — ohne Btlcksicht 
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• ■ 

aof das eaclidiacfae Axiom — alle Constnictionen ausführen, 
welche in der eacHdiBchen Planimetrie möglich sind. Es 

ist also auch die Tbeiiung von 4 Ii in gleiche Tlieiie in 
denselben Fällen möglich. 

Beispiel, Es sei A'AB ==^11, femer Ä£ so ge- 
ng.3s., wählt, dass BB' ± AB und \\AA' ist; 
jl' bestimmt man auf der Geraden BB^ den 
Punkt C derart, dass AäO=^BCA ist, 
so ist JiC = SS gesetzt, nach Art. 32 

e*= 1 : sin ^11 = 2, 
also X geometrisch construirt. 
Wählt man den Winkel A'AB derart, dass 

sin A'AB = i, d. i. A'AB = 21" 35' 5 63 

ist (was näherungsweisG möglich ist), so wird x = k. 




Beziehung zwischen der Winkelsumme und der 

Fläche des geiadliaigen Dreiecks. 

40. 

Die Linien gleichen Abstandes gesiatlen eine Auffin- 
dung der Beziehung zwischen der Winkelsumme und der 
Fläche eines geradlinigen Dreiecks. 

1) Sind AB und CB die beiden 
Linien gleichen Abstandes h yon 
einer gegebenen Geraden FQ, so 
wird jede Strecke MK zwischen 
diesen Linien you der Geraden PQ 
im Funkte 0 halbirt. Denn sieht 
man MM* und NN' ± FQ, so ist 
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also 

mo:^on: 

Aus dieser Gongruenz erhält man ausserdem 

Winkel ÄMK=MND, 

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks MNBf dessen eine Seite NB ein Stück dner Linie 
CD gleichen Abstandes von einer Geraden PQ und dessen 

gegenüberliegende »Spitze ]\f ein Punkt der zweiten Linie 
AB desselben gleichen Abstandes von der Geraden 1*Q 
ist| betr&gt zwei Bechte. Denn es ist 

Zieht man die Sehne NB, so beträgt also die Winkel- 

summe des geradlinigen Dreiecks MIsli weniger als zwei 
Rechte. 

2) Macht man den Bogen MS — NB, so kann man 
auf das (gemischtlinige) Viereck NBMS die Sätze für 
die (geradlinigen) Parallelogramme der gewöhnlichen Geo- 
metrie anwenden. Daraus folgt: Alle Dreiecke , welche 
eine Sehne JS lt eines Bogeus der einen Linie CD gleichen 
Abstandes von der (Geraden als Grundlinie und ihre 
Spitze in einem* beliebigen Funkte M der anderen Linie 
AS (desselben) gleichen Abstandes haben ^ sind flächen* 
gleich und haben dieselbe Winkelsumme. 

Znsatz. Damit kann man die auf die Verwand- 
lung von Dreiecken in flfichengleiche bezüglichen Aufgaben 

lösen j z. B.: 

a) Ein Dreieck in ein gleichschenkliges zu ver- 
wandeln. 

b) Ein Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwan- 
deln ^ u. s. w. 
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41. 

Zwei höhengleiche Dreiecke ABC nnA ABB, welche 

dieselbe Grundlinie AU Laben, haben gleiche Winkel- 
summe. 

•Sind Jf und N die Mitten der 
Seiten AC und BC, so sind die 
Abstände der Punkte ^ , B, C von 

der Geraden MN einander gleich, 
etwtt = A. Alle Dreiecke, welche 
die. gemeinsame Grundlinie AB 
^ ' und ihre Spitze in der durch den 

Punkt C gezogenen Linie PQ vom gleichen Abstand =h 
haben , sind fiächengloich und haben gleiche Winkelsumme. 
Es ist also zu beweisen, dass der Punkt 1) in der Linie 
FQ liegt. Dieser Beweis geschieht indirect. Wäre D 
kein Punkt dieser Linie, so ziehe man die Gerade BB^ 

1) Schneidet die Gerade BD die Gerade MN, so 
schneidet sie auch die Linie FQ, etwa im Punkte JS. 
Aus 

JABC^^ABE 

JABC=J'ABD 
folgt , 

^ABJJ = ^ÄBD, 

was unmöglich ist, wenn der Punkt B auf der Strecke 
Jß^Üegt. 

2) Schneidot die Gerade BD nicht die Gerade 31 Nj 
so nehme man für den Punkt C den Durchschnittspunkt 
der Senkrechten Jn der Mitte der Seite AB mit der Linie 
PQ, d. h. man setze das Dreieck ASCtÜB gleichschenklig 



* Der Fonkt D i>t in der Figur, weil er mit dem Pnnkte E 
als üentisdi naehgewieeen wird, nicht bezdehnet; ebenso sind einige 

überflüssige Linien weggelassen worden. 
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voraus. J^un wähle man auf den Geraden 31 A und NB 
die Punkte M' und N' derart, dass MM' ~ iV'A" jst und 
die Gerade BD die Gerade M'N' schneidet. Legt man 
durch den Punkt C% wo M'C =. M'A vorausgesetzt ist, 
eine Linie C'E' gleichen Abstandes zur Geraden M'N', 
welche der Geraden BD im 1 unkte E' begegnet, so ist 

J4BC' = JABE' 

JABD< ^ABE' 

JABC'<^ABC, 

also auch 

jabd<:jabc, 

was gegen die Voraussetzung ist. Der Punkt D der Ge- 
raden BD muss daher in die Linie PQ, etwa nach S, 

fallen. 

Zusatz. Nicht congruente Dreiecke von gleicher 
Grundlinie AB und gleicher Hohe sind nicht flächengleich. 

Die Linien gleichen Abstandes durch den Tunkt C zu den 
Geraden. AB und MN sind verschieden. 

1) Zwei flächengieicho Dreiecke ABC und ABC 
haben gliche Winkelsumme. 

Man kann die Voraussetzung machen, ^'^ 
dass in beiden Dreiecken die Geraden durch "^T ~7\ — 
die Mitten M und M' und W der Seiten | X \ 
AC und BC, AV und MC auf den Seiten -ii^y 
AC und A'G' senkrecht stehen. |/_ i 

Ist AC <ijACy so bestimme man in ^ 
der Linie CD gleichen Abstandes zur Geraden MN, den 
Punkt D derart, dass AD = A'C wird. Aus der Gleich- 
heit der Flächen der Dreiecke ABC und A'B'C'y ABC 
und ABB, also auch der der Dreiecke A'B^C und ABD^ 
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folgt nach dem vorigen Artikel die Gleicfaheit der Winkel* 

summen der Dreiecke ABC, ABD, A'B'C. 

2) Zwei Dreiecke ABC und A'B'C, welche gleiche 
Winkelsumme haben, sind flachengleieh. 

Wäre JABOJ A'B'C', so sei ^ AB jE=J A'B'C, 
wo der Punkt E in der Seite BC vorausgesetzt wird. 

Nach 1) haben die Dreiecke AJWxxndABE gleiche 
Winkelsamme I was nach Artikel 6, 1) nur möglich ist, 
wenn die Winkelsumme des Dreiecks ACE zwei Rechte 
beträgt. 

48. 

Die Flächen zweier Dreiecke verhalten sich wie die 
Unterschiede ihrer Winkelsummen von zwei Hechten; 
' d. h. ist 

80 ist 

^ABC:^A'B^C'^uxu\ 
Ist das Verhaltniss der Flächen der Dreiecke gleich 

dem \'cihiikiiif se der Zahlen m und m\ so thcile map das 
Dreieck ABO durch Gerade von der Spitze C aus in ' • 
mgleiche Dreiecke a und analog das Dreieck A'B'C durch 
Gerade von der Spitze C aus in «»'gleiche Dreiecke 
Aus 

J ABC =mtt, JA'BC'^m'a' 
folg^ die Gleichheit der Flächen und Winkelsummen der^ 

Dreiecke a und a. K t — die Winkelsumme eines 
dieser Dreiecke, so erhält man für- die Winkelsumme des 
Dreiecks ABC den Werth 

m(%B - ^ - (» - 1) 2 E = 2jB - mJB 
und für die Winkelsumme dei Dreiecks A'-WC den Werth 
2^ — 1»'^; es ist also 
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u^mMf u ~ m'E 



Ist / die Fläche des Dreiecks, so ist daher 
wo A eine Gonstante ist. 



Ebene Trigouoinetiie. 

44. 

Für das bei C rechtwinklige Dreieck ABC erhält 
man ans Artikel 29 , 1) 

Ort = OesmA, 

Setzt man für Oa und Oc nach Artikel 35 ihre 
WerthOi so ist 



a a 



ebenso 

Femer ist nach Artikel 34, Zusatz 

a_ _a 

ebenso 

cos B:sinA = ^{e''+e * ). 
Ans diesen Gleichungen folgt 

c* — e * 



8inA^ 



c c 

*- _ * 



ff e 

welche Werthe in 
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sin + cos -4^ = l 

gesetzt; geben 

e e a a b h a 

Addirt man zu beiden »Seiten die Zahl 4> 80 erhält man 
mit BerUcksichtigaDg, dass 

(c^ +€" * )^ = e~ + 4, 
woraus, da für jeden reellen Werth von x positiv ist, 

9 e a o h h 

3) 4 (6*"+ r *) = i r *■) . + c" *) 
folgt. 

Ans den Gleichungen 2) folgt dnrch Mnltiplication 

4) cotAcGtB^^ («^+ e 

Vermittelst der Oleichnngen 1) bis 4) können sämmt- 
liche auf da« rechtwinklige Dreieck bezüglichen Aufgaben 
gelöst werden. 

45. 

Ein beliebiges Dreieck kann durch Zerlegung in zwei 
rechtwinklige aufgelöst werden, ebenso können aus den 

Formeln für das rechtwinklige Dreieck die für das belie- 
bige Dreieck geltcndon lurgeleitet werden. Diese Ablei- 
tung wird durch folgende Bemerkung* erleichtert: Die 
Formeln für das rechtwinklige geradlinige Dreieck gehen 
in die Formeln für das rechtwinklige sphärische Dreieck 

über, wenn man statt der Verhältnisse der Seiten p ^> ^ 
resp. ai^ hif ci (wo » = ^ — i ist) und fürA; den Radius 

* Lobai>ehewaky , geometrieche UnterBQOhimgen, S. 60. 
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der Kugel seist. Man kann daher ba der Ableitung der 

allgemeinen nieichungen der ebenen Trigonometrie aus 
denen des rechtwiiil<H?en Dreiecks nicht nur denselben 
Gang einscblflgen, wie bei der Ableitung der aügemeioen 
Gleicbangen fttr das sphärische Dreieck aus denen des 
rechtwinkligen, sondern sogar aus den allgemeinen Gleich- 
ungen für das sphärische Dreieck die für das ebene erhal- 
ten, indem man ~i , ~. ^ statt der Seiten a , l, c 

setzt. Man erhftit dadurch folgende Gleichungen der ebenen 
Trigonometrie: 

a_ iL 

c*— « * : e^^e sss sin A i sin B 

• ab b c c 

2 2 • 2 ^ 

* k « e 



2 



. cos A 



-f- cos jß = 



r t 

cosAcosB-^ cosG— — ^ sinAsinB . 

Die Auflösung der Aufgaben geschieht auf ganz ähn- 
lichem Wege wie bei den entsprechenden Aufgaben der 
sphilrischen Trigonometrie. 

Zusatz 1. Die Yorstehenden Gleichungen stimmen mit 
den von Lobatschewsky gegebenen überein i wenn man statt 

e^-^e * e*^ — e * — e * 



resp. 



' f. _f:' 2, 
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1 : sinll{x), cos II(x) , cot II (x) 
setzt Aus den Gleichungen 1) bis 4) erhfilt man für das 

rechtwinklige Dreieck 

cot 11 (ä) — cot n{c) sin A 

sm mb) cos B B= sm A 

sin n(c) — sinllia) sin n{b) 

tan A tan B = sin il(c) , 

und analog für das schiefwinklige Dreieck 

cot Ii (a) : cot II (b) == sin A : sinB 

i ii.i . 11 \ . sinn(h)8inn(c) 

cos A cos IJ (6 J coi^ U (c) -i : . = 1 

^ ' ^ ^ smll{a) 

cot AsmB sin ll{c) cos B ^ 



cosA cosB + cosC=^ 



cos IJ (rt) 

sin A sin B 
sin II (f) 



Zusatz lt.- Eine compendiösere Form erhalten die 

(Tleichungen der Trigonometrie durch Einfülirung der hy- 
perboliächen Functionen 

sin hx = 5 — , cos hx^ — , u. s, w. 

Dadurch erhält man ffir die allgemeinen Gleichungen 

sin h ^ : sin =^ sinA : sinB 

cosh^ ^ cosh j" '^^'SÄ ^ — sm h ^stnh j- cos A 

sinB cot A , *, , , < a i a 
^ + cosB = tanh ^ ; tanh^ 

cosh 7- 

cos Acos B cos C — cosh ^sin A sinB. 
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Unendlich kleine Figuren, absolute Geometrie. 

Setzt man in den vorhergehenden Formehi die Ver- 
hältnisse I , ^ sehr klein yorans, so erhält man die 

Gleichungen (siehe Anhang^ Artikel 8) 

a : 6 SB smA : sinB 
a*=sl^ -\- er — 2hccosÄ 

smBcotA + cosB = 

a 

cosAcostB cosC = sin A sin B. 
Die beiden leteteren lassen sich auf die Form bringen 

a8m{A-\- B)=se&nA 

cos iA + i^) + cos C = 0. 

Daraus folgt 

asin(A'\'B^C)^asin{A + B)cosC+acos{A^B)8inC 

^csinA [eosC+easiA-^- B)] s 0^ 

d. h. 

Die Formehl der niehteucUdis'chen Trigonometrie gehen 
also in die der euclidischen Trigonometrie über, wenn man 

die Verhältnisse der Seiten a, i, c zur Grösse k als sehr 
klein voraussetzt. 

Diese Kleinheit der Verbältnisse tritt jßin, wenn ent- 
weder für ein endliches k die Seiten a, h, c sehr klein 
sind, oder für endliche Seiten (t, h, c die Grösse k als 
sehr gross vorausgesetzt wird. (Siehe Anhang, Artikel 9.) 

Aus der ersten Voraussetzung folgt: Für unendlich 
kleine Figuren gilt die gewöhnliche Geometrie unabhängig 
vom Parallelen -Axiom. Die aweite Voraussetaung gestat- 
tet die Auffassung der gewöhnlichen (euclidischen) Geo- 
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metrie als speciellen Fall der nicliteaclidiscfaeii Geometrie, 

indem man nur die Constante Ä ßo ^ross voraussetzt, <lass 
man für unsere Messungen mit den obigen, genäherten 
Formeln ausreicht. Aus diesem Grunde kann die nicht- 
eacHdiecbe Qeometrie die absolute Geometrie genannt 
werden y indem sie Yom Parallelen- Axiom , dessen Un* 
beweisbarkeit hier unmittelbar klar ist, als unabhängig be- 
trachtet werden kann. 

Anmerkung. Da das Nichtstattönden der enetiditcben Geo> 
metrie in der Wirklicbkeit an groBsen Figuren meh seigen mfleste, bo 
hat Lobatecheweky ans aatronomisehen Beobachtungen Dreieeke 
gebildet, deren Seiten nngeföhr von der Gi^tsBe der Entfernung der 
Erde TOn dar Sonne waren. Als Besoltat dieser ünterBuehnng hat 
nch ergeben, dam bei soldben Dreiecken die Winkelenipme nodi im- 
mer nicht von zwei Rechten um eine solche GrOsse abweicht, welche 
die ans den Beobachtungsfehlem herrfibrenden Grauen fibersteigt. 
Auch W. Bolyai bemerkt, daas man sich wegen der Uebendnstim- 
mung der anf das enolidisdie Axiom sich stützenden astronomisdien 
Reduinngen mit den Beobachtongoi in der Praxis mit um so grössere 
Sicherh^t der gewöhnlichen Geometrie bedienen könnte. 

47. 

Aus dem Vorstehenden ist unmittelbpr klar, in wel- 
chen Theilen die euclidiscbe und die nichteuclidiBche Geo- 
metrie übereinstimmen. Dass dieses in allen auf Con- 
grnens allein sich stützenden Beziehungen der Fall ist, 
wurde bereits im Artikel 13 erwähnt. In Beziehunp:en, 
die eine Parallelen- Voraussetzung erfordern, kann eine 
Uebereinstimmung nur bei unendlicb kleinen Figuren oder 
bei solchen endlichen, welche durch unendlich kleine er- 
setzt werden können, eintreten. Beispiele bierzu sind fol- 
gende Sätze: 
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1) Zwei Gerade und CC\ welche mit einer drit- 
ten AA* nach derselben Richtung parallel sind. Bind mit 
einander parallel. (Vergl, Artikel 9 , 3.) Man gehe in der 
Geraden AA' (in der Richtung des Parallclismus) bis zu 
einem Punkte, dessen Entfernungen von den Geraden -L^i^' 
und CC unendlich klein sind (Artikel i4> 2). Eine senk- 
rechte Ebene auf die Gerade AA^ in diesem Punkte ist 
auch senkrecht auf BB und CG*, also BB^ \\ CG'. 

2) Die Summe der drei Keile dreier Ebenen, die sich 
in parallelen (Jeradeu schneiden, iöt gleich zwei Kechte. 
Beweis wie 1). 

3) Die sphärische Trigonometrie ist unabhängig vom 
Parallelen «Axiom. Man beschreibe eine concentrische Ku- 
gel mit unendlich kleinem Ka lius; durch tlas, gegebene 
Dreieck ist ein unendlieli kleines sphärisches Dreieck 
bestiromti welches mit ihm gleiche Seiten und gleiche 
Winkel hat. 

Bei endlichen Figuren, die sich nicht durch unendlich 

* kleine ersetzen hissen, müssen die unter Voraussetzung 
des euclidischeu eilten Axioms abgeleiteten Beziehungen 
von denen unter Voraussetzung der nichteuclidischen Geo- 
metrie erhaltenen verschieden sein. 

Anmerkung. Die Congraenz^VorauflsetBung «fordert, dass 
fClr ein Syetem der Geometrie die im Artikel 81 eingeföbrte GrOsse h 
unreribiderUch bleibt; denn h bedeutet die bestimmte Entfetnimg 
zweier znnammengehöriger Grenzbogen, deren yerhältnisB eine ge< 
gebene Zahl s « bt. FtUr die Tersehiedenen Werthe von h erhalt 
man Tersebiedene SjBteme dw Geometrie, ffir X; oo erhält man die 
endidiBche Geometrie. 

Im Falle des Stattfindens eines dieser Systeme der Geometrie 
in der Wirklichkeit, müsste für die LöBung der Aufgaben auf dem 
Wege der Eecbuung die Grösse k gegeben bein. Die Aufgaben der 
ebenen Trigonometriü und ihre Lösungen eind dann ganz aualog 
denen der Bphärischen Trigonometrie. 
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Punkt imd Liiiieü- Element in der Ebene. 

48. 

Für die BeBtimmung der Punkte einer Ebene denke 
man sich in derselben eine bestimmte unbegronste Gerade 



der einen Seite der Geraden XJC positiv, auf der ent- 
gegengesetzten negativ genommen wird. * 

Die Grössen x und y heissen die Coordinaten des 
Punktes M, 

Eine Gleichung y = f{x), wo y eine stetige Function 

von j: ist, hat zu ihrem geometrischeu Orte eine stetige 
Linie. 

Anmerkung. Die Her [gegebene Bestumnung eines Punktes 
ist mit der Bestimmimg dnreb rechtwinklige Coordinaten identisch; 
nur lassen sich die Coordinaten («, y) mdhi duieh Abschnitte auf den 
Axen XX' und YY* vetsinnHchen. Legt man nämlich durch den 
Punkt 0 die Gerade YT o. XX% so bt die durch die Senkrechte 
MQ auf der Geraden YY b^timmte Strecke OQ Ton y verschieden. 

49. 

Ist W ein zweiter Punkt, sind OP' = x' und IfP'^y' 
dessen Coordinaten ^ so Mt FF' = x — jJx. Legt mau 



XX' als Axe und in dieser einen bestimmten Punkt 0 
als Anfang gegeben. 
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durch den Fünkt M eine Linie MN gleichen Abstandes 
= y zur Geraden XX', welche die Gerade WF im Punkte 

iV schneidet; so ist M'JS — y — y = ^y. Dabei ist nach 
Artikel 34 der Bogen ^ 

y _X 

Sind M and JT zwei unendlich nahe liegende Punkte, 

80 erhält man für das unendlich kleine (bei N rechtwink^ 
lige) Dreieck MM'X 

oder, wenn M3t = ä8 gesetzt .wird , 

Sind 31 und M Punkte einer Linie, deren (jHeichung 
y =r. f(x) (oder <pf r, ?/) = 0) gegeben ist, so kann man ds 
durch eine Variabie^und. deren Differential ausdrucken. 



Greuzliuie. 

60. 

Ist OX eine Aze der Grenzlinie, so erhält man 
aus Art. 32 => 1 : sin 77 (^) 

« 

aus Art.-33, 4) e^^coi\ni^y 

Eliminirt man so erhält man als Gleiciiung der 

Grenzlinie 

t «iL 
e^=— 



* 



Digitized by Google 



60 

Durch DifferoDtifttioD folgt 

S- _ 9 

also 

Integrirt man, so erhftlt man wie in Artikel 35 für 

den von 0 an gezählten Grenzbogen 



Gleichung der Geraden. 

Die Gleichung der Geraden erhält man aus ihrer Eigcn- 
scbaft, dass sie die kürzeste Verbindung zweier Punkte 
Ml = {(Ci, |f|) und Jf, (dc^, bestimmt. £s muss daher 
für die Gerade das Integral 

zwischen den den Punkten und 31^ entsprechenden Gren- 
zen ein lilinimum werden. Betrachtet man x als Function 
von y und setzt der Kürze halber 

so muss also das Integral 

ein Minimum werden. Die Bedingung dafftr ist 
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'v y d ö X 



- y / v \ döx , _ 



yi 

oder 

Ml yt 

also, wegen = dii^ » 0, 
oder 

wo C eine willkürliche (instante bedeutet Entwickelt man 



, so erhält man 



mithin 

Cdy 



oder 

Cc du 



7/ Zly Iii' 



Setzt man 

Ii 

— ä 

80 wird 

nn^ sr- — 

Tntegrirt man^ so wird 
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• 1. _z -,/ ^ _ 

X + D = klog — „ — \ ' * 

C (c* + e" * ) 

wo D eine willkürliclie Constante bedentet. Daraus folgt 

öetzt mau 

e* = ai 1— o6, 

so erhält man 

IL _JL 

Schafft man die Wurzel weg und kürst durch c* + c * 

ab^ so erhält man 

2) (c*+€''*)(acH2»e *) = 2(e*-e *). 

Anmerkung. Für sehr grcaae Werthe von h folgt aus. der 
Gleicbnng 2) 

wo 

2c 

ist. 



68. 

Aus der Gleichung 1) des yorigen Artikels folgt: Da- 
mit reell ist, muss die Bedingung erflület werden 

1) Sind a und b verschieden bezeichnet, so ist e'^ 

X 

immer reell; damit jedoch so reell ist, muss positiv sein. 
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^ Ist a positly, so ist für das obere Zeichen x reell; ist 
a negativ, so ist für das nntere Zeichen x reell. 

Für 2/ = 0, erhält man 



Die Qerade schneidet daher die Az;e XX\ 

2) Sind a und h gleich bezeichnet und zwar positiv^ 

so ist für ein positives y der Ansdrack reell, wenn 

e*-ö * + e 

d. h. wenn y > ffo 

Für jeden Werth von welcher dieser Bedingung 

iL 

entspricht, sind beide Werthe von positiv, d.h. jedem 
({^sitiven) y entsprechen zwei zugehörige Werthe von x, 

Ist I die Mitte der beiden Werthe von welche mit 
und bezeichnet werden sollen, also 2S = üc^ + «^^a; 
folgt aus der Gleichung der Geraden 



A\ -4- jr j ^ 

e ^ =~ oder 
a 



welcher Werth von y unabhän<?ie: ist. 

Der zum Werthe x — ^ zugehörige \V erth von y ist 

e" = ■ • 

d. i y^. 

Nimmt man den l'unkt ^ ^ als neuen Anfang^ so 
erhält man als Gleichung der Geraden (indem man x 
i + ^ setzt und schliesslich ocf durch x ersetzt) 

y. —IL ^ _£ o y. _SL 



Digitized by Google 



64 



Sind annd h positiv, so ist für jeden negatiTen Wertli 

von p der zugehörige Werth von x imaginär. 

Dieselben Beziehungen finden statt, wenn a und b 
negativ und y positiv vorausgesetzt wird. 



Lost man die Gleichung 2) nach y auf, so erhält 

man 



Für 



d. h. für 



3) e' 



wird y — + CO' Hingegen für 

d. i. för - 

4) = ^lillHü 

' a 

wird 1/ = — CO . 

Sind a und d verschieden bezeichnet , so ist das ol>ere 
oder untere Zeichen zu nehmen > je nachdem a positiv oder 

negativ ist. Man erhält dadurch die beiden entgegen- 
gesetzt bezeichneten Ordinaten, welche der Geraden nach 
ihren beiden Richtungen parallel Bind. Sind a und b gleich 
bezeichnet und zwar positiv, so erhiilt man aus 3) (1 ^ ab 
vorausgesetzt) zwei positive Ordinaten, welche zur Gera* 
den nach ihren beiden Richtungen parallel sind. 
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Sind Xi und die beiden Werthe von x aus 3), so 

folgt 

5 1-/1 -«6 ^ 

e'' = = 



a 1 — ab 

Bezieht man die Ooordiuaten x auf den Anfang der 
Uleichung 2'), so wird a^b, also entgegengesetzt 
mit 

Aus der Gleichung 

^ l+|(^^ + r^) 
""^^ T"^ Y' 

wo ^ =i}/ab ist; folgt, dass ffir s d die Ordinate y ein 

Miniroum wird. 

Analoge Kesultate erhält man, wenn a und b nega- 
tiv sind. 

Z US ata. Ans der Gleichung 2) erhellet unmittelbar, 
dass eine Vertanschung der Zeichen von a und h in die 

entgegengesetzten die Ordinate + 2^ in ~ y verwandelt. 



Entfernung zweier Punkte. 

64. 

Setat man in 



für 3^ den Werth ans der Differentialgleichung der Ge- 
raden 



*)/^ *)*-0» 
so erhält man 
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oder 



wenn 



d8= 



gesetzt wird. 

Daraus fol^t durch Integration für die von einem be- 
liebigen Punkt der Geraden (als Anfang) gezählte Entfer- 
nung des Punktes (x'y) der Geraden 

wo E eine willkürliche Constante bedeutet. 

Aus der Gleichung der Geraden folgt 

/ y y y y ^ y 9 

y {e^ + e"^/-4 C2= Ca c" t^e^-C{e^-e~ *) ; 

damit erhält man 

n y_ _y_ £ IL 

-jZ. 

wo Z=a(e*+c *)e*+f^-.ij(e*_c *). 

Dr&ckt man die Constante C durch die Constanten a 

Q 

und h ans und bezieht den Factor — in die Constante E 
ein, 80 erhält man 

wo 

V A- y _y_ 
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Sind M^=ix^,7J^) und ilfj = (iCg, f/«) zwei Punkte, 
d^a^-^Sg deren Entfernung, und die zugehdrigen 
Werthe Yon Z, so erhftlt man 




Bestimmt man aus den Gleichungen 

die Coustaateii a und h und setzt sie in die obige Gleich- 
ung für die Distanz d, so erh&lt man letztere ausgedrückt 
durch die Coordinaten der Punkte und M^, 

Zu Bat 15. Betrachtet man einen der beiden Punkte, 
etwa den I' inkt iJij , als fest und br^tiiuml alle Punkte 
M^, deren Entfernung d von constant = r ist, so er- 
hält man die Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt 
der Punkt Jf, und dessen Radius ^ r ist. 

Anmerkung. Für sehr grosse Werthe von k folgt aas der 
obigen f'ormel der Distanz die Gleichung 

<J» = (a:i-Ä,)* + (y,-yi)». 

Punkt, Linien - Element und Gerade im liaume. 

.66. 

Um die Lage eines Punktes im Räume zu bestimmen, 
denke man sich eine bestimmte Ebene als Grundebene, 
in dieser eine bestimmte Gerade als Axe und in leteterer 
einen bestimmten Punkt als Anfang. 

Von dem zu bestimmenden Punkt M ziehe mau eine 
Senkrechte MF^z auf die Grundebene, welche positiv 
genommen wird auf der einen Seite der Grundebene, ne- 
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gativ atif der entgegengeseteten. In der Giroidebeiic wer- 

df.u die Coordinaten y des Piuiktcri 1' nach Artikel 48 
bestimint. Die Grössen x, y, z bei&sen die Coordina- 
ten des Punktes üf. 

Ist Jl/' = (j', ;»/', /) ein zweiter Pnnkt, so lege man 
dnrcli den Punkt M eine Fläche ü^leichen Abstandes = z 
zur (i rundebene, weiche der Senkrechten M'P=iZ im 
Punkte iV^ begegnet; dabei ist nach Artikel 34 der Bogen 

Sind M und M zwei unendlich nahe Punkte, ds deren 

Enti'ernung, so ist 

d^' = |{e^ H- e~ PF^^ de% 
Nach Artikel 49 ist 

PF' = \ (e* + 6" dii^ + df^, 

also 

57» 

Sind die Gleichungen einer Linie gegeben, so erhält 
man durch Integration die L&nge des Bogens zwischen 
zwei Punkten. 

Die Gleichungen der Geraden können vermittelst der 
Variationsrechnung aus der Bedingung der kürzesten Ent- 
fernung zweier Punkte erhalten werden. Bequemer erh&lt 
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man jedoch dieBelben mit Zuziehung der Resultate der 
Artikel Sl und 54. 

Man kann nämlich die (lerade MM durch die Gleich- 
ung der Geraden PP' in der Grundebene (d. i. ihrer Pro- 
tection) und durch die Gleichung der Geraden MM auf 
die Gerade PP' bezogen beBtimmen. 

1) Die Gleichung der Geraden PP sei 

L iL £. iL * 

(€* + c""*)(ae*+&c *) = 2(e*-r'*"). 

2) Ist u die Entfernung des Punktes P von irgend 
einem festen Funkte A der Geraden FF als Anfang, so 
ist die Gleichung der Geraden MM für die Axe PF' 

i. Z U U 9 Z 

wo r und s Oonstante sind. 

Setzt man in diese Gleichung für u seinen Werth nach 

Artikel d4 

u = K + kUuf Z, 
so erhalt man die Oleiehung der Geraden MM' für die 
Axe FF in den Coordinaten x, g gegeben; die Gon- 

stauten e*^ und e ^ können in die Constauten r und 6* ein- 
bezogen werden. Die vier Constauten hf r, s ki^nnen 
durch Bedingungen, welchen die Gerade MM unterworfen 

ist, bestimmt werden. 

In ähnlicher Weise kani) die Entfernung zweier Funkte 
besümmt werden. 

Fläehenbestimmuüg ebener Figuren. 

68. 

Die Flftchenbestimmungen (der absoluten Geometrie) 
werden durch Zerlegung der gegebenen Fläche in unend- 
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lieh kleine Elemente, auf welche mau also die gewöhnliche 
Geometrie anwenden kann, durchgeführt. 

Um die Fläche z einer ebenen Figur, begrenzt von 
zwei Ordinalen einer krummen Linie, dem Bogen dersel- 
ben und der Abscissenaxe an bestimmen, zerlege man die 
Fläche awischen awei unendlich nahen Ordinalen JHf P und 
WF (Figur des Artikel 48) durch unendlich nahe Linien 
gleichen Abstandes mit der Axe in rechteckige 

Elemente. Ist h der Abstand einer dieser Linien, dh die 
Entfernung je zweier Linien gleichen Abstandet so ist 
die Fläche des zugehörigen EUementes 

A 

Daraus folgt für die Grösse des Streifens zwischen den 

beiden Ordinaten itfP und M' P\ indem man von /i = 0 
bis h — ^ integrirt, 

h — — — 

Kreisfläche. Die Fläche eines Kreises kann durch 
concentrisclie Kreise in unendlich schmale Ringe und jeder 
dieser Ringe durch unendlich nahe Radien in unendlich 
kleine rechteckige Elemente zerlegt werden* 

Man erhält dadurch für die Fläche eines Itinges vom 
Radius x und von der Breite dx den Werth 

OxdX'=nk{e'' —e 
integrirt man von a;«= 0 bis a; = r, so erhält man die 
Fläche des Kreises vom Radius r 

r r r r 

71 (e * + e" * ^ 2) = «Ä?* (e^ - e~ ^)». 
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Zusatz. Ist ^ die Länge eines GrensbogenSi dessen 
Sehne =r ist, so ist nach Artikel 35 

also 

d. h. ein Kreis anf der Grenzfläche mit dem Badins ^ ist 
flächengleich dem ebenen Kreis, dessen Kadius die Sehne 

r des Grenzbogens. (f ist. 

«0. 

Um die Flache zwischen d^ *zwei Grenzbögm 
AB =^8 und A'B'^s^ nnd den Axenstttcken J^'» fif'ss^ 
zu bestimmen, theile man (wie in Artikel 31) die Strecke 

AÄ' in unendlich kleine Tlieile =dx und lege durch die 
Theilungfjpunkte ürenzbögen. Ißt x die Entfernung eines 
Grenzbogens vom Bogen A'B', so ist 

s 

die zwischen den Grenzbögen, deren Abstände x und 
x-\'diio sind, enthaltene Fläche, also das zwischen den 
Grenzen 0 und { genommene Integral 

- l) = 5*j — 

die Gesammtfläc he. Um die von einem Bogen 8 und den 
Axen der Endpunkte bestimmte Eiäche zu erhalten, setze 
man 0- 

61. 

Dreiecksiläche. Für die Bestimmung des constan- 
ten Verhältnisses X der Fläche f eines Dreiecks zu ihrem 
Unterschiede « der Winkelsumme Ton 2JB (vergl. Art. 43}» 
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denke man sich ein Dreieck ABC, wo 
der der Seite AB anliogeude Winkel B= 12 
ist und der Punkt C im Unendlichen liegt, 
d. h. der Winkel 0 oder AC\\ BC ist. 
l&i AE XABf 80 ist der Winkel 
jEAC^2R-A-B^u. 
Zieht man den Grensbogen AB^ so 

ist nach Artikel 35 

AB ^ k cot Ü{AB) ^ k tanu, 

' Die Flftche 8 begrenzt yom Grenzbogen AB und den 

Axeu ÄC und JJC ist nach Artikel 60 

'S = k . AB = k^tmi 
mithin das Verhältniss 

S _ k'tanu _ k* tanu 

ABC Ä«r~T*"fr- 

Mit dem Verschwinden der Öeite AB geht das Ver- 

hlÜtnlss also auch die Verhältnisse -7-^-7, und 

AB* ABC u 

in die Einheit über. Es ist daher 

A = Ä*, 

also die Fläche /' eines beliebigen Dreiecks, dessen Win- 
kel ^, iy, C sind, 

f^l^u = 1^{n--A-B-C\ 

Anmerkung. Die Winkeleinheit iiius.s so gewählt wtrdeu, da«8 
^ - = 1 wird für « 0. Diess ist in der gewöhnlidien Geometrie 

der Fall, wenn der Winkel durch den zugehörigen Kreisbogen ge- 
messen wird und ein dem Radius gleicher Bogen als Einheit ange- 
nomiueu wird. Da in der iiltsolutcn Geoinetrie das Verhältniss de« 
Umfanges des Kreises zum liadins variabel ist, so kann mau das Ver- 
fahren der gewöhnlichen Geometrie nicht unmittelbar d i. für jeden 
belieVägen Radius anwenden. Man kann jedoch nacli Artikel 46 den 
Winkel durch den zwischen den Schenkeln enthaltenen und aus dem 
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Scheitel als Mittelpunkt mit unendlich klMnem Raflius beKchriebenen 
Kreisbogen messen , wobei ein dem Kadiiu gleicher Bogen als Einheit 
angenommen wird. 



62. 

Vieleck. Sind Ä^, A^, .. An die (innern) Winkel 
eines bohlwinkligen n- Eckes, so ist die Fläche 
Je' l(n -2)x-A,-A,~..-An]. 
Ist das Vieleck regulär, so ist Ai=Af—..^An^Aj 

also 

f=k*[{n-2)x-nA\. 

Par^i = ^ = .. = -4« = 0 wird die Fläche (» - 2)nk* 
ein Maximum. 

Für A^B^C = 0, wird die Fläche 4». 
des Dreiecks s=. nk* ein Mazimam. e\W 
Um dieses Dreieck zu construiren. x ' ^ 

ziehe man in einem Punkte A einer | j. 

Geraden A'A" die Gerade AB±Ä'A" ^ 

und bestimme nach Artikel 37 die Geraden CD and £F 

derart^ dass 

CDWAA'', DC\\AB ,,..42. 
EF\\AA% FE\\AB 
ist. Durch krumme Linien wird ein hoI- / 
ches Dreieck durch die beistehende Figur y \ 
versinnlicht. 



Anwendungen: 1) Zufolge der im Artikel 39 ent- 
haltenen Aufgaben ist die Construction eines regulären 
Vierecks möglich, dessen Fläche =«1^ ist. 

£8 werde in dem bei C rechtwinkligen Dreiecke ABC 
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der Winkel Ä=^iR, B=t\B vorausgesetst Aub Art. 44 

Gleichung 2) 

cosXR , , T- . — x-x 

folgte indem man für cas-^M und die Werthe 

«w^JB — und «niÄ = ij/2-j72 

setzte 

und daraus 

V2-1 

welcher Ausdruck — da nur zweite Wurzeln vorkommen 
— geometriscH construirt werden kann. Damit erhält man 

dann (analog wie im Beispiele des Artikels 39) die Seite a. 

Die Fläche des eben construirten Dreiecks ist —^nk^. 
Durch Anlegung eines congmenten Dreiecke A'lfCf deasen 
Hypotenuse Ä'£^ mit der Seite AB zusammenfällt; erhftlt 
man ein Viereck ACBC, in welchem drei rechte Winkel 
und ein Winkel — -^Ä sind, und aus vier solchen Vier- 
ecken kann man ein reguläres Viereck zusammensetzen, 
dessen Seiten und dessep Winkel sind. 

2) In ganz analoger Weise kann . man ein re- 
gulärem /t-Eck von der l'läche tcJc^ coustruiren, wenn 
w=2*.3".5^. 17^... ist, wo a, ß, y, =0 oder i ist. 

Denn aus 

/• = 31 ÄJ^ ~ 2) Ä - n-äj 

folgt 

Vermöge der von Gauss entdeckten Kreistbeilung * 

* DiequidtioveB arithm. sectio septiiua. — Frischauf, Vor- 
letnngeii über Zablenfhsorie. Fünfter Abacbmtt. 
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können in diesem Falle die Functionen cos und 6in 

n n 

u. s. vv. durch zweite AViirzcln ausjE^edrückt werden; ist x 
die Seite eines rechtwinkligen Dreiecks , dessen gegenüber- 
liegender Winkel nnd dessen anliegender Winkel 
Ii 

= (n— 3)— ißt, so kann der Ausdruck X, wo 

2B 

r _.c COS 

---^ 

— 8) — 

X 

ist| also auch e'' und mithin aach x geometrisch constmirt 
werden. Daa 2nfaehe dieses Dreiecks ist gleich «X^. 

Unter der Voraussetzung der obigen Form für die 
Zahl n kann also die Fläche 7r¥ in n gleiche Theile ge* 
theilt werden. Es ist daher aach die Construction eines 
Vieleoks von der Flftche 

' n ' 

wo m beliebig und n von der obigen Form ist, möglich. 

3) Bedeutet ^ den zur Sehne r gehörigen Grenzbogen, 

80 ist die Fläche des ebenen Kreises vom Radius r (nach 
Artikel 59, Zusatz) 

wo mit Beibehaltung der Figur des Artikels 61, u^MAC 

und die Sohne ÄD = r ist. 

Da man (nach Artikel 30) den Winkel u für jeden 
Werth von r durch Construction erbftlt, so kann man tanu 
als das Verhftltniss zweier Grenzbögen also auch (siehe 

Anhang; Artikel 11) tanH^^ geometrisch construlren. Die 
Fläche eines ebenen Kreises ist daher geometrisch ^uadrirt 
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▼ermiitelBt einer geradlinigen Figar (««Ai^ und vermitteist 
gleichförmiger Linien derselben Art (Grensbögen , welche 

bezüglich ihrer Vergleichung sich wie Strecken verhalten). 
Da die Fläche eines Kreises auf der Grenzfläche ist, 
so ist auf dieselbe Art auch der Kreis auf der Grenzfläche 
quadrirt Ob daher das elfte eudidische Axiom stattfindet} 
oder die eben erwähnte Constructiony ist für das Resultat 
gleichgültig. 

Ist tann^ eine ganze Zahl oder ein Bmcb — , wo der 

Nenner n die erwähnte Gauss'sche Form hat| so kann man 
nach dem Vorigen ein (ebenes) Vieleck constrairen, dessen 
Fläche der Fläche des Kreises gleich ist. 



Flächenbestimmuiig räumliclier Figuren. 

Um das constante Verliäitniss einer Fläche gleichen 
Abstandes = h zur zugehörigen Fläche ihrer Ebene zu be- 
stimmen y begrenze man auf letzterer ein unendlich kleines 

Kechteck mit den Seiten a und h ab. 

Die zugehörigen Seiten a' und h' des Flächenelements 
der Fläche gleichen Abstandes sind durch 

das Fiächenelement also durch 
bestimmt. 
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66. 



Die kratnme Oberfläche g, welche von dem Stflck q 
emer Linie gleichen Abstandes ^ssh dnrch Umdrehnng um 

ihre Gerade erzeugt wird, hi 



2A 



wo p das dem Bogen q entsprechende Stück der Gera- 
den ist. 



Kugelabschnitt. Es sei A der Pol ües Kagei- 
abschnittes, ÄOB^ip der halbe Mit- 
telpunktswinkel; p der Umfang dcB 
grössten Ei^ises. Ist BC±OA^ so 

ist 

OJBC—pslnip, 

Ist X die Länge des Eareisbogens 
-^B, so ist 

also 

Die Fläche dis der durch das Bogenelement dx be- 
stimmten Kugelzone ist 




oder 



dg^OBCdx—psintp •^dipt 



d£ = ~- sinfpdjcp. 



Das Bategral von 0 bis 9 giebt 'die krumme Fläche 

des Kugelabschnittes 

In 
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Für ipssyt erhält man die gesammte KngelflSche 

Daraus folgt (nach Artikel 21) für die Fläche eines sphäri- 
schen Dreiecks 

Zusatz. Der Ausdruck für die krumme Fläche eines 
Kugelabschnittes lässt sich auf folgende Art umformen: 
Durch den Umfang des grössten Kreises der Zeichnung denke 
man sieh eine Grenzfläche gelegt, welche von den durch 
die Radien OA und OB auf die Ebene des Kreises senk- 
rechten Ebenen in den Grenzbögen O'A und O'B geschnit- 
ten wird. Zieht man den Grenzbogen BDj_AO', so er- 
hält man ein Grenzdreieck BC/D, in welchem 
Winkel (X^g), p^2xO'B, 

also 

AD %nAD 

}--co8ip = ^ 

und 

g^AB.p^xAD.AA' 
ist, wo AA den Grenzhogen Af/A bedeutet. Ist AB 

der Orenzbogen zwischen den Punkton A und i>*, so ist 

AB^ = AD,AA:y 

also 



z = nAB\ 

Durch Anwendung des Zusatzes des Artikel 59 folgt: 
Die krumme Fläche eines Kugelabschnittes ist gleich der 
Fläche eines (ebenen) Kreises ^ dessen Radius gleich der 

Dieser Grenzbogeu ist in der Figur nicht gewidmet, derselbe 
ist von dem Kceisbogen AB Terschieden. 
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Strecke swiBehen dem Pol und einem Punkte des Umfange« 

des Schnittkreises Ist. 

luhaltsbestimmung. 

Um den Inhalt des Körpers , begrenzt von einer ebenen 
Fignr = p, der zugehörigen Fläche gleichen Abstandes 

=^h, der Flüche Hnrcb die senkrocliten Geraden der 
Punkte der üitit'änge der beiden Figuren zu bestimmen*,, 
zerlege man den Körper durch unendlich nahe Flächen 
gleichen Abstandes in Elemente. Ist x der Abstand einer 
Fläche von der Figur p, dx die Entfernung von der fol- 
genden, so ist (vergl. Art. G4j das Element des Körpers 

T X 

dv^p{^ 2 

Das Integral von 0 bis h giebt für den Inhalt 

es. 

Deo Inhalt des Roiationsköipers des Artikel 65 erhält 
man auf die folgende Art: Man zerlege die Fläche, be- 
grenzt von den Linien p und q und den Ordinaten der End* 

punkte, durch Linien gleiclion Abstandes in Elemente, so 
bestimmen bei der Umdrehung je zwei auf einander fol- 
gende Linien einen ringförmigen Körper. Durch Ebenen, 
welche auf der Strecke p der Umdrehnngsaxe senkrecht 
sind, wird jeder Biiag in Körperelemente zerlegt. Ist x 

* Analogon des geraden Prismaa der gewöhnlichen (reometrie. 
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der AbstaaiL einer >Lmie p gleichen Abstände» von der 
Aze Pf dp und dp die Stfteke der Geraden p ttnd der 
Abfttandslinie p' zwiselien je swe! senkrechten Ebenen , ro 
Ist der Inhalt d v des Körperelements 

dv=^Oxdxdp —\'Xk^{e —e '')dxdpy 
also der Inhalt eines Einges (indem man nach p integrirt) 

und die Summe der Ringe (indem man von 0 bis h in- 
tegrirt) 

Die Kngel zerlege man durch concentrische Kugel- 
flftchen in Elemente» Ist x der Radius einer Kagelflftche, 

dx die Entfernung je zweier Kugelflät hen , so ist der Inhalt 
des Elementes enthalten zwischen diesen beiden Kugel- 
flfichen (nach Artikel 66) 

X X 

fdx=^ith^(e^—e~~^f dx, 
also der Inhalt der Kugel 

WO r der Radius ist. 
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Anhang. 



Zu den V oraussetzungen der Geometiie. 

Die Gerade und die Ebene mit den im Artikel 2 er- 
wähnten Eigenschaften werden in der Geometrie gewöhn- 
lich axiomatisch voransgesetst. Von den Versuchen die- 
selben durch einfachere Axiome zu ersetzen, soll der von 
Wolfgaug Bolyal"*' gegebene mitgetheilt werden. 

Der GniTidgedanke besteht in Folgendem: Um die 
Kbenc zu erhalten, denke man sich von zwei Punkten 0 
und 0' (als Mittelpunkten) fortgesetzt (concentrische) Ku- 
geln mit (demselben aber) immer grOsser werdenden Ka« 
dins beschreiben. Der Inbegriff der Durchschnittslinien je 
zweier Kugelflfichen mit gleichem Radios ist dne Ebene. 

Dreht man die sämmtlichen Dnrchscbnittslinien d. h. 
Kreise um die durch die Endpunkte eines Durchmessers 
eines dieser Kreise bestimmte Gerade als Axe, so blei- 
ben bei dieser Bewegung die 1' unkte der Axe in Ruhe, 
während alle übrigen Punkte der Ebene ihre Lage ver- 
ändern. 



* Kimer Onivdrim eines YeisaebB. 8. 48 u. s. f. 
FrlioliRiif, ftbtolttic OMmfttfi«. Q 
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2. 

Die Durchführung des obigen Gedankens geschieht auf 
die folgende Art: 

1) Der Kaum der Geometrie wird als unbegrenzt, un- 
endlich, unveränderlich und überall gleichartig, also auch 
stetig und unbegrenzt theilbfur yorausgesetzt. 

2) Jedes Gebilde kann aus irgend einem Tbeiie des 
Raumes in einen anderen Tbeil übertragen werden. Sind 
Ä, JB, C, . • die Punkte dieses Gebildes; welche man sich 
durch beliebige Linien In starrer Verbindung denkt, was 

durch ABO,» ausgedruckt werden soll , sind ferner 
nach Ausfuhrung dieser Uebertragung A', B', C , • die entr 
sprechenden Punkte des Gebildes in dem anderen Raum- 
theil, so nennt man die Gebilde ABC,, und AB'C 
congrnent und bezeichnet dies durch JlBC . . ^ . • 

Sind A und B^ A' und 7/ zwei Punktpaaie im Kaume 

von der Eigenschaft, dass AB ^ ÄB ist, so sagt man; 
die Punkte A und B haben gleichen Abstand mit 
den Punkten A und B. 

Der Inbegriff aller Punkte M, welche von einem ge- 
gebenen Punkt 0 gleichen Abstand haben, heisst eine 
Kugelfi &che. Diese ist an allen Stellen gleichartig, stetig 
und theilt den Raum in zwei Bestandtheile: in einen all- 
seitig begrenzten und einen unbegrenzten. Jeder Pnnkt 
des begrenzten Theils knnn nur in den unbegrenzten ge- 
langen, wenn er durch die Kugelfläche geht. Der Punkt 
0 heisst der Mittelpunkt, der unveränderliche Abstand 
der Punkte 0 und M — durch OM boauchnet — der 



Digitized by Google 



83 



« 



Radius der Kiigclfläche. Der durch die Kugelfläche ab- 
gegrenzte (körperliche) Baum wird eine Kugel genannt. 

Darch den Mittelpunkt und den Radiufi ist die Kngel- 
fl&che, also auch die Kugel et nd entig bestimmt. 

Zu jeder Kugelfläclie kann man sich aus dempelben 
Mittelpunkte eine zweite die erstere einschHessende den- 
ken, man sagt dann: die zweite hat einen grösseren 
Radius als die erste. 

3) Zwei Kugelflächen mit verschiedenen Mittelpunkten 
0 und (/f von denen die eine theilweise innerhalb, theil- 
weise ausserhalb der andern liegt, schneiden sich in einer 
Linie, welche Kreislinie genannt wird. Die Kreislinie 

ist (nach dem Grundsätze „gleiche Bestimmungen erzeugen 
Gleiches^*) an allen bteilen gleichartig. Daraus folgt: 

a) Sind M und N zwei beliebige Punkte der Kreis- 
linie, so kann das Gebilde OO'M mit dem Ge- 
bilde 00' JS' zur Deckung gebracht werden. 

b) Denkt man sich von dnem ihrer Punkte, etwa 
Af zwei Funkte M und Üf nach entgegen- 
gesetztem Sinne in gleicher Weise bewegt, so 
trelfea sie in einem Punkte 7? derart zusammen, 
dass sie durch die beiden Punkte Ä und B in 
zwei congruente Theile zerlegt wird. Man sagt: 
die Kreislinie ist von Ä aus in B halbirt. 

In ähnlicher Weise kann jedes der beiden Stücke 
AMB und AM'B in zwei congruente 1 heile zerlegt wer- 
den, u. s. w., d. h. man kann sich die Kreislinie aus con- 
gruenten Stucken bestehend denken. 

4) Umgekehrt: Sind A xxnü B zwei verschiedene 

Punkte und ist ^ 

ÖOÜc^OO'B, 



Digitized by Google 



84 



sa Bchneiden sich die ans den Mittelpunkten 0 und 0' mit 
den resp. Radien OA und (/A beschriebenen Kogelflächen 
8 und in einer KreiBlinte, in welcher die beiden Punkte 

A und B liegen, daher der Punkt Ä in dieser Kreislinie 
durch den Punkt B hindurch bis zur Rückkehr bewegt 
werden kenn. 

Sind die Radien OA und OA einander gleich, so er- 
hellet der Satz unmittelbar; denn jede der Flachen *S und 
S' liegt theilweise innerhalb , theilweise ausserhalb der an- 
dern (was nämlich von der Jfläche 8 gilt; gilt auch yon 
der Fläche ST}, 

Sind die beiden Radien verschieden, und ist O'A der 
kleinere Radius, so wird der Beweis auf die folgende Art 
geführt:* Aus 0' beschreibe man eine Kugel mit dem Ra- 
dius gleich OA, welche also die Fläche 8 in einer Kreis- 
liiiie k schneidet; dadurch wird die Fläche S selbst in zwei 
Segmente } und zerlegt, wobei die beiden Punkte A 
nnd B in demselben Segmente ^ etwa liegen. Von einem 
beliebigen Punkt C der Linie h lasse man einen Punkt D 
Fig. 44. in der Linie h bewegen und beschreibe 



\ , y entgegengesetzten Seite des Punktes C 

' einen Punkt D' derart, dass CD = CJy 

ist. Das auf dem Segmente § liegende Stück BD' der 
Kreislinie l halbire man im Punkte M (indem man von 

* Man kann den Sais nidit als eridoit erUftren, ohne die Yor- 
auaaetsung lu madhen, dass iwei Eugelfl&cheu ndt TenchiedsDen Ba- 
pien nicht sweiPimkte gnuein haben können, ohne sich sa schneiden. 




aus C mit dem jedesmaligen Kadius CD 



\ eine Kugeiflache; diese schneidet die 
^ Fläche 8 in einer Kreislinie l und be- 
/ stimmt in der Linie h auf der mit D 
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D und D aus Punkte in gleicher Weise bewegen lässt, 
welche in der Mitte M zusammentreffen). Der Inbegriff 
aller Mitten M ist eine stetige Linie m, welche sich in 
allen Punkten der Linie k auf gleiche Weise errichten 
lässty so dass ein Punkt C in der Linie A; gehend sie auf 
der Fläche *S mitfüliiu n kann. Jeder Punkt« der Linie m 
bleibt bei dieser Bewegung entweder an demselben Ort, 

d. b. ist ein Ruhepunkt, odec er ist hinsichtlich S^Z? gleich 
bestimmt und bildet daher auf 8 eine Kreislinie. Ein 
Ruhepunkt B. muss existiren; denn sonst wäre eine letzte 
Kreislinie vorhanden^ auf welche man wieder das vorige 
Verfahren der Oonstruction der Linie m anwenden kannte. 
Durch die Bewegung der Linie CB auf der Fläche 8 wird 
das ganze Segment ^ beschrieben. Daraus folgt, dass auf 
dem Segment i kein zweiter Ruhepunkt E existiren kann^ 
weil sonst dasselbe Segment % durch die Bewegung der 
Linien CB und CB beschrieben würde. 

Der Punkt A Ist vom Ruhepunkt B verschieden; weil 
sonst auch B mit U identisch sein müsste, was gegen die 
Voraussetzung ist, dass A und B verschiedene Punkte 
sind. Jedem der Punkte A und B entspricht daher bei 
der Bewegung von m eine Kreislinie, diese bcnden Linien 
müssen (der gleichen Bestimmung von A und B gegen 0 
und 0' wegen) mit einander identisch sein. 

5) Es sei 0 der Mittelpunkt einer Kugelfläche <S, 0' 
ein beliebiger Punkt derselben: aus dem Punkt O als 
Mittelpunkt beschreibe man mit dem Radius O'O eine 
zweite Kugelfläche >S'-, beide Kugeln sind von einander 
verschieden und jede liegt theilweise innerhalb, theilweise 
ausswhalb der andern i sie schneiden sich daher in einer 
Kreislinie Ebenso schneiden sich die beiden Kugel- 
flächen £ und X'» welche aus den Mittelpunkten 0 und 0' 
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mit gleichem Radius >0(/ beacbrieben werden, in einem 
Kreise ie\ denn alle Punkte der Engelfl&che S', also auch 
der Kugel £% welche innerhalb der Eugelfläche 8 liegen, 
liegen auch innerlialb der Fläche 27. 

Ist A ein beliebiger Punkt der Kreislinie k der Flä- 
chen 8 und S, B der zu A zugehörige Halbirungspunkt 
von "kf 80 existirt in jeder Kreislinie » eines Flftchenpaares 

27 und E' ein Punkt P derart, dass es 
im Kaume keinen von P verschiedenen 

Punkt P' gibt, so dass ÄBF^ ABT 
H ist; dabei geht der Punkt P von A aus 

stetig durch die Liuien x tkr ininier grös- 
seren Kugelflächcnpaare hindurch. 

Der Punkt P wird ein Einziges von AB genannt, 
und fUr jede Kreislinie « auf die folgende Art bestimmt: 

Ist K ein beliebiger Punkt von x und nicht ein Einziges ' 

von AB, so kann nach 4) K um AB bis zur Kückkehr 
bewegt werden. Da ABO ^ ABC/ ist , können die Punkte 

() und 0' mit sammt ihren Kngclflächen um AJJ derart 
bewegt werden, dass der Punkt O nach 0' und der Punkt 
(y nach O kommt; dabei föUt die Kreislinie x der neuen 
Lage von S und 27' mit der Kreislinie h der ursprünglichen 
Lage zLi.sammen, der Punkt K falle; dabei nach K'. Die 
Mitte der Linie KK' bestimmt den Punkt F der Linie x. 

Zu P bestimme man den zugehörigen Halbirungspunkt ' 
Q der Kreislinie x. Die Punkte P und Q sind die Mitten 
der beiden Bögen JTJT, in welche die Linie x durch die 
Punkte K und K' zerlegt wird. Bei der obigen Bewegung 
um die Punkte A und B sind die Punkte F und Q die 
Ruhepnnkte der Linie x, und dabei ist 

ABK^ÄBT und FQKr^FQT. 
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Die Funkte P folgen von einem der Pimkte A oder B, 
etwa von A, und die Pankte Q von B an stetig auf ein« 
ander, wenn die Flächenpaare S und stetig, vom Flft- 

chenpaare S und an, auf einander folgen. 

Der Inbegriff aller Punkte P (ebenso der Punkte Q) 
ist eine stetige Linie, welche Gerade genannt wird. 

Haben zwei Gerade g und ^ zwei Punkte gemein, so 
fallen sie in allen Punkten zusammen. Sind nämlich 0 
und (y die Mittelpunkte des ersten Kugelpaares der Ghe- 
raden y , Sl und Sl' die der Geraden y, P und Q die ge- 
meinsamen Punkte der beiden Geraden g und y , so bewege 
man (wie im Vorigen) die Kugelsysteme der Mittelpunkte 
0 und Sl derart, dass sie mit den Kugelsystemen der 
Mittelpunkte (X und Sl' und umgekehrt zusammenfallen. 
Die Geraden g und y enthalten die Ruhepunkte der Kreis- 
linien bei dieser Bewegung um P^, müssen also zusam- 
menfallen* Durch zwei Punkte ist daher eine und nur 
.eine Gerade bestimmt. 

Die Gerade kann aus congruenten Stücken zusammen- 
gesetzt gedacht werden^ nach den beiden entgegengesetzten 
Richtungen ins Unbegrenzte verlängert und jedes zwischen 
zwei PuAkten enthaltene Stück, welches eine Strecke 
genannt wird, ins Unbegrenzte getheilt werden. 

Der Abstand zweier Punkte wird durch die zwischen 
ihnen enthaltene Strecke bestimmt. 

Vermittelst der Geraden kann die Ebene auf die fol- 
gende Art erhalten werden: JBine Kreislinie als Durch- 
schnittslinie zweier gleicher KugeLfl&chen werde in den 
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i'ig. 4«. Punkten .4 und B halbirt. Durch die 
Jt*Uükte A und Ji ist eine Gerade bestimmt;* 
/ \ 66 sei ferner V die Mitte der Strecke AB, 
Eine der beiden Hälften der Kreislinie 
werde in D halbirt , so ist dnrch die 
Punkte C und 2) eine zweite Gerade CD 
bestimmt, weiche senkrecht aut der Geraden AB ge» 
nannt wird. Dreht man die erhaltene Bigar vjxi AB, so 
beschreibt die gerade ÖD eine Ebene. Denkt man sich 
diese Fignr nochmals und legt sie mit der ersten so zu- 
sammen , das8 die Geraden A Ii und B A sich decken, so 
werden auch die beiden Ebenen sich decken, d. h, die 
beiden (entgegengesetzten) Seiten der Ebene sind gleich- 
artig. Jedem Punkt des Raumes auf der einen Seite der 
Ebene entspricht ein gleichliegender Punkt auf der ent- 
gegengesetzten Seite. 

Eine Gerade, weiche zwei Punkte M und N mit der 
Ebene gemein hat, liegt vollständig in der Ebene. Denn 
bringt man die Gerade CD in eine solche Lage, dass sie 
durch den Punkt M geht und bewegt man sie um AB %o 
lange bis sie wieder durch den Punkt gelit, so muss 
sie in den Zwischenlageu durch die Punkte der Geraden 
gegangen sein} denn sonst mUsste eine auf der ent-^ 
gegengesetaten Seite der Ebene liegende gerade Linie 
existiren, welche ebenfalls durch die Punkte M und N geht. 

Durch drei Punkte A, B, C ist eine und nur eine 
Ebene bestimmt. Hätten zwei Ebenen @ und (S' die drei 
Punkte A, B, C gemein, so hätten sie auch die drei Ge- 
raden AB, BC, CA gemein, welche auf jeder der beiden 
Ebenen eine (von drei geraden Linien gebildete) Figur 
ABC abgrenzen Ist F ein beliebiger Punkt der Ebene 
so liegt derselbe entweder innerhalb oder ausserhalb dieser 
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Figax ABO» Liegt P innerhalb, so siehe man die Gerade 
AP und yeriängere dieselbe von P an ins Unbegrenzte, 

wodurch die Gerade J>C in einem i'unkte, etwa 1) f ge- 
schnitten wird. Die Gerade also auch der Punkt P, 
liegen in beiden Ebenen. Liegt der Punkt P aasswliAlb 
der E^gnr ABC nnd z, B. auf der entgegengesetzten Seite 
von BC mit dem Punkte Af so ziehe man die Gerade PA^ 
welche also die Gerade BC in einem Punkte , etwa D, 
schneidet; u. s. w. 

4. 

\ 

Beschreibt mau aus den Punkten A nnd B mit den 
(gleichen) Kudien AD und i>*i> Kugeitiäciieii , so schneiden 
sich diese in einer Kreislinie, weiche in der durch die 
Bewegung der Geraden GD erzeugten Ebene liegt Dass 
eine solche Kreislinie einen Mittelpunkt hat, kann leicht 
bewiesen werden. Ist niinilieh K die Mitte der zweiten 
Hälfte der Kreislinie über ABy so bilden die geraden 
Linien GB und GM eine Gerade , welche die Gerade AB 
im Punkte C schneidet , wie aus der Congruenz der vier 
Quadranten hervorgeht. Es ist daher AG=^ BG^DG^EC. 
Durch fortgesetztes Halbiren der Bögen AI), DB, BE, 
EA kann nun die Gleichheit der Abstände eines jeden 
Punktes der Kreislinie vom Punkte G bewiesen werden. 
Der Punkt C ist daher der Mittelpunkt 

Ist' jedoch die Kreislinie der Durchschnitt zweier 
Kiigelflächen mit verschiedenen Radien, so erfordert der 
Nachweis der Existenz des Mittelpunktes den Satz, dass 
von einem Punkte ausserhalb einer Geraden auf diese nur 
eine einzige Senkrechte möglich ist Sind nftmlich 0 und 
0' die Mittelpunkte zweier sich schneidender Kugelflächen 
mit verschiedenen Kadien, M ein beliebiger Punkt der 
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Schnittlinie, so ziehe man MFxOCt, Die Distanz MF 
ist für alle Punkte der Kreislinie constant, also P der 
Mittelpunkt. Die Kreislinie liegt in der von der Senk- 
rechten MF (bei der Umdrehuog um 00') beschriebenen 
Ebene. 



Zur Paxalleleütheorie. 



Dass die Summe der Winkel eines Dreiecks be- 
trägt, hat Legendre durch den Nachweis, dass sie nicht 
grösser oder kleiner als 2i2 sein kann, zu beweisen 
gesucht. Der erste Theil des Beweises gelang ihm; für 
den zweiten musste er Voraussetzungen machen; die das 
ParallelenaiLiom ersetzen. Von diesen Versuchen dürfte 
der nachstehende der einfachste sein: 

Durch einen Punkt innerhalb (der Schenkel) eines 
Winkels kann immer eine derade derart gezogen werden, 
dass sie die beiden Schenkel des Winkels schneidet. Da- 
mit lässt sich beweisen , dass die Summe der Winkel eines 
Dreiecks .4 7) 6' nicht kleiner als 2R sein kann. Man lege 

an das Dreieck ABC das congmenie 
BCD an und ziehe durch D eine Ge- 
rade EFf welche die Schenkel AB 
und ÄC schneidet. Wäre die Winkel- 
Bumme des Dreiecks AJjL = 2li — Xf 
die der . Dreiecke BDE und GBF 
resp, 222 — y und 2B^ß, so wftre 
— die Winkelsumme des Dreiecks AEF, 
dieselbe also <2i? — 2.t^. Durch w malige Auwendung 
dieses Verfahrens erhält man ein Dreieck AMN^ in wel- 
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chem die Winkelsnmrae Ideiner als 2 II ~ 2" x , aiso für ein 
hinreichend grosses n auch negativ sein könnte. 

6. 

Das anschaulichste Axiom hat W. Bolyai* ausge- 
sprochen: ,,Drei Punkte, die nicht in einer Geraden lie- 
gen, liegen immer auf einer Kugelfläcbe.*' 

Die beiden Voraussetzungen: ,,1) Drei Funkte, die nicht 
in einer Geraden liegen, liegen auf einer Kngelfläche; 2) drei 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, liegen in dem 
Umfanjnje eines Kreises" sind mit einander identisch. Denn 
die Senkrechte von dem Mittelpunkte der Kugel auf die 
Ebene der drei Punkte bestimmt den Mittelpunkt des 
Kreises, in dessen Umfang die drei gegebenen Punkte 
liegen;' und umgekehrt: jeder Fnnkt der Senkrechten im 
Mittelpunkt des Kreises auf die Ebene dieser drei Punkte 
kann als Mittelpunkt der Kugel genommen werden. 

Für den Beweis des Paraileienaxioms ist die Kennt- 
niss der Sätze der Artikel 1 — 12 und des Satzes, dass die 
Senkrechte in der Mitte einer Sehne eines Kreises durch 
dessen ^^1 if telpunkt geht, erforderlich. 

Es beien in einer Ebene die beiden 
Geraden AA' und BB' gegeben, femer sei 
C ein beliebiger Punkt der Geraden BB^ 
und die Gerade CÄXAA\ Ist nun der 
Winkel vi C'77' spitz, so achneiden sich die 
Geraden AA' und BB'. Denn eine Senk- 
rechte vom Punkte A auf die Gerade CB^ 
bestimmt (durch ihren Fusspunkt und den 

Kurzer Grundriss eines Versuchs etc. S. 46 findet sich folgende 
Stelle (ohne Beweis): „könnten jede 3 Punkte, die nicht in einer Ge- 
raden sind, in eine Sphäre fallen; so wäre das End. Ax. XI. bewiesen." 
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Punkt C) auf letsterer eine Strecke von der EigenBcb«ft, 
daBfl für jeden beliebigen Punkt B dieser Strecke der 

Winkel ABR spitz ist. Eine Gerade BD L BIT fällt 
in das Innere des Winkels ABC des Dreiecks ABC, 
schneidet daher hinreichend verlängert die Seite AC in 
einem Fünkte, etwa D. Verlängert man die Strecke DA 
um AE^DA und die Strecke DB um BF^DB, so 
liegen die drei l'unkte J) ^ F iu dem Umfange eines 
Kreises; die Senkrechten vom Mittelpunkt desselben auf 
die Seiten DE und DF des Dreiecks DEF sind mit den 
Geraden AÄ imd B£> identisch. Diese Gferaden schnö- 
den sich daher in einem Punkte. 

Daraus Iblgt (mit Zuziehung des Artikels 10) unmittel- 
bar der Beweis des elften euclidischen Axioms. 

Anmerkung r>ass unter Voraussetzung der nichteudidischen 
Geometrie nicht jede drei Punkte, die nicht in einer Geraden aind, 
in dem Umfange eines Kreises li^n, tat bereite in d«r Anmerkang 
des Artikels 27 erwfthnt worden. 

Erläuterungen. 

7. . 

Üass aus dieser Gleichung die säiiimtlichen Formeln 
für das rechtwinklige Dreieck erhalten werden können, 
wird so bewiesen: £s sei zunächst a und c < JS. Man 
Flg. 4«. verlängere BA nnd BC derart > dass 

BA = BC wird; ist D der 
Durchsclmitlspunkt der Rögen CA 
und CA\ der mit A auf derselben Seite 
des Bogens BC liegt , so ist A'C=B, 
CC^B-a^D, 

Wendet man die erhaltene Gleich- 
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nng auf die Seiten AA' und AD des bei A' rechtwinkli- 
gen Dreiecks AA'D an, so erhält man 

sin{R — c) = sini R -- h) sin{R — a) 
sin{R — B) = sin iß, — h) sinA 

oder 

cos c = cosh Cosa 
cos B=:co8b sin A. 

Anf anal(^ Weise wird der Beweis geführt, wenn 
c > jß oder a und c > R sind. (W. Bolyai, tentamen 
. . . tomus sccundusi p. 251 § 3)* 



8. 

Ans den Gleichungen 

j»* -J-^"* * ^ j_ ^ 1 

folgen die Nälierungsweithe 

X SB 



2Ä« 



g*— e"* flc g*— g* 

g* +g * 

Die erste Gleichung des Art. 46 ergibt sich unmittelbar. 
In der zweiten. Gleichung vernachlässige man überdiess 

nocii die Glieder mit -rn. in der dritten und vierten 

g * + C~ ^ 

Qleichnng setee man ansserdem fQr — ^^^^ die Ein- 
heit. 
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Dass für die Figuren, deren Dimensionen gegen h 

unendlich Wein sind, die gewöhnliche Geometrie ^It, kann 
auch aus den Formehi für das rechtwinklige Dreieck er- 
halten werden. 

1) Aus den Gleichungen 1) und 2) des Art. 44 folgt 

cosB = 8inÄ 6. b. A-\-B=B, 

Dainit erhält man (nach Artikel 6) die gewöhnliche 
Geometrie. 

2) Dasselbe folgt auch aus dem LobatjBchewsky'schen 
Beweise des Satzes , dass — unter der Voraussetzung die 
\^'inkel8umme eines endlichen Dreiecks ist kleiner als zwei 

Rechte — zu jedem AVinkel als I'aiallelwiukel sieh die 
zugehörige Distanz finden lässt.* Der Beweis wird da- 
selbst auf folgende Art ge* 
fuhrt: yjst BAC der gege- 
bene Winkel , so sei in dem 




bei B rechtwinkligen Drei- 
ecke ABC die Winkelsumme 
2 E - ff. Macht man BD 
ss^AB, so ist die Winkel- 
summe des Dreiecks Äl)C=^2R-'2tty also die des Drei- 
ecks ADE <C. '2R — 2a, wo DE ±. AB vorausgesetzt 
wird. Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens 
mnss man zu einer Senkrechten gelangen, welche die Ge- 
rade AC nicht mebr schneidet. Es muss daher eine (nSber 
an A liegende) Grenzlinie MN existiren, für welche die 
Senkrechten näher bei A die Geradere schneiden j diese 



* Geomatrisehe üntenuehvageii 8. 19. 
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Senkrechte ist zu der Geraden AC parallel. Denn zieht 
man die Gerade MF unter einem beliebig kleinen Winkel 
mit dieser G-renzlinie und ist F ein Punkt derselben^ so 
erhält man , wenn durch F die Gerade FQ*±_ AB gezogen 

wird, ein Dreieck AG Ii , in welches die Gerade il/i*" ein- 
tritt, also hinreichend verlängert die Gerade AC in einem 
Punktei etwa schneidet 

Setzt man AB = so werden für die Breiecke ABB, 
. , die Seiten -42), . . resp. 2«, . . Ist fiar^P=2"a 
die Construction unraöglicli, so mubs 2li — 2"a — ... be- 
reits <C.E-\- BAC geworden sein. Ist a unendlich klein, 
so nrass a ebenfalls unendlich klein sein^ weil sonst für 
eine unendlich kleine Distana AB die Construction eines 
bei M rechtwinkligen Dreiecks unmöglich wäre. Der 
Grenzworth der Winkelsnmme des rechtwinkligen Dreiecks 
ABC muss daher mit dem Verschwinden der Seite AB 
die Grösse 2jß erreichen. (Vergl. Artikel 14, 1). 

10. 

Die vermittelst Integration erhaltenen Resultate der 
Artikel 58—60 und 64—69 können elementar durch die 
nachstehende Formel erhalten werden: Es ist der Grenz- 
werth des Productes 8h, yro 

ist, wenn A unendlich klein vorausgesetzt wird, 

limSh==— ' 

a 

Denn es ist 
Nun ift 
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also der Grenzwerth (für llm}i=0) = a. 

In Zeichen- wird dieser Satz ausgedrückt durch 

jr=r(ii-l)A 



wo Ä= — ist und n eine unendlicli grosse Zahl bedeutet, 
n ° 

Damit erhält man 

.T = {n--1)A 

J sinx .h = i — cosx 

• x — O 

,=(«-!)» 

J'cosxJi = sinx. 

.t:=0 

11. 

Ist ^^n?f=p: g, wo p und ^ Grenzbögen sind, so er- 
hält man fann- durch Construction auf die folgende Art: 
Man construire auf der Grenzfläche mit den Katheten 
AC=p, BC=q das bei C rechtwinklige Dreieck ABC, 
Das Verhältniss der Segmente AD und DB, in welche 
die Hypotenuse AB durch die Gerade CDj_AB getheilt 
wird, ist = fami^. Denn es ist 

ADiDB = ÄÄß: BC* = tanu^. 
Nimmt man irgend einen Grenzbogen als Linien -Einheit, 
so kann man nach Artikel 39, 2) das Verhältniss AD : DB 
durch eine Linie darstellen. 



Druck von B. O. Tcubner in Or*«d«a. 
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